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RESUMEN
METODOS DIDACTICOS PARA LA ENSENANZA DE LIMITES Y DERIVADA

La tesis trata de implementar métodos alternativos en la ensefianza de limites y
derivadas que es un tema contemplado en el nuevo bachillerato general unificado

(BGU) que se implementé en el Ecuador.
El proyecto consta de tres capitulos; a continuacion se detalla cada uno:

El Capitulo 1, PRESENTACION Y DIAGNOSTICO DEL PROBLEMA, es la parte
del proyecto que presenta las dificultades en la ensefanza de estos temas. Se
muestran tablas y graficos estadisticos que evidencian el problema en base a
encuestas realizadas a bachilleres (2012-2013) y docentes de la materia en las
diversas instituciones de nivel medio (Bachillerato) de la ciudad de Cuenca en las

cuales se ensefan estos contenidos.

En el Capitulo 2, FUNDAMENTACION TEORICA, se describe a breves rasgos
los conocimientos previos que los alumnos deben tener antes de comenzar el
estudio de limites y derivadas. Ademas, se presenta el desarrollo tedrico de la

parte pedagogica que orientara el proyecto.

En el Capitulo 3, PROPUESTA, constan las diferentes propuestas (material
didactico, metodologias y un software como el Derive) aplicadas al tema. A su vez
este capitulo se subdivide en LIMITES, DERIVADA Y APLICACION DE LA
DERIVADA. Cabe destacar que la profundizacién de cada tema es con respecto
al dltimo afio de bachillerato. Se destacan también actividades como juegos

tradicionales aplicados a este tema.

Finalmente se realiza las conclusiones y recomendaciones lo cual constituye un

aporte personal al presente trabajo.
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ABSTRACT
TEACHING METHODS FOR TEACHING AND DERIVED LIMITS

The thesis tries to implement alternative methods of teaching and derived limits is
a topic covered in the new unified general baccalaureate (BGU) was implemented

in Ecuador.
The project consists of three chapters, then detailed each:

Chapter 1, PRESENTATION AND DIAGNOSIS OF THE PROBLEM, is part of the
project presented the difficulties in teaching these subjects. Displaying statistical
tables and graphs that show the problem based on surveys of graduates (2012-
2013) and teachers of the subject in the various mid-level institutions (high

schools) in the city of Cuenca in which these contents are taught.

In Chapter 2 THEORETICAL FOUNDATIONS, brief characteristics described prior
knowledge students should have before beginning the study of limits and
derivatives. It also presents the theoretical development of pedagogy to guide the

project.

In Chapter 3, PROPOSAL, comprise the various proposals (teaching materials,
methodologies and software such as Derive) applied to it. In turn, this chapter is
divided into LIMITS, DERIVATIVE AND APPLICATION OF THE DERIVATIVE.
Note that the depth of each subject is compared to the last year of high school. It
also highlights traditional activities such as games applied to this topic.

Finally, the conclusions and recommendations made which is a personal

contribution to this work.
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INTRODUCCION

Las apreciaciones sobre la calidad de la educacién estan sujetas a los intereses
de cada persona. Desde un alumno que tiene diferentes aspiraciones y suefios,
un docente que intenta impartir una clase de manera que se consiga un mayor
aprendizaje, y las diferentes instituciones que buscan personas capacitadas que
puedan realizar bien su labor.

Por lo anterior mencionado, los diferentes enfoques que se pudieran dar para
asegurar la calidad de la educacion dificilmente pueden cumplir con las
expectativas de todos. Ademas, existe una gran diferencia entre instituciones
publicas y privadas, ya que en las privadas generalmente se debe cumplir con los
intereses de los alumnos, ocasionando asi, que el alumno vea mas facil aprobar
sus estudios.

Entre el dilema de considerar al estudiante como un ser indispensable para un
desarrollo de la sociedad o como un cliente, todos los establecimientos cuentan
con un objetivo en comuan, formar personas capaces de desarrollarse
intelectualmente en distintos ambitos. Con el bachillerato general unificado que se
implementé en el Ecuador, se propone que todos los planteles (particulares o
fiscales) formen a los estudiantes de tal modo que exista unanimidad en los
contenidos, intentando de esta manera, que los aspirantes a las distintas
universidades tengan las mismas oportunidades para una u otra especializacion.

Sin duda alguna, entre las materias bases de este bachillerato se encuentran las
Matematicas, que por su esencia misma (estructura légica, demostraciones,
simbolos y herramienta de todas las ciencias) facilita al desarrollo del
pensamiento y posibilita a los estudiantes a integrarse a un grupo de trabajo
interdisciplinario.

La Matematica es el tronco comuin, ya que comprende varias ramas a la vez. Una
de ellas es el Célculo que tiene gran aplicacion en las diversas carreras
universitarias. Por ello, en el Gltimo afio de bachillerato, es un contenido de gran
importancia.

El Calculo Infinitesimal es utilizado para resolver problemas aplicados a distintos
campos de estudio como lo son la Economia, la Fisica, las Ciencias Sociales, la
Salud, etc. En el ultimo afio del Bachillerato consta el tema de limites (definicion y
teoremas) y la derivada (conceptualizacion, reglas y problemas de maximizacién y
minimizacién), que es la base del Calculo Diferencial. Al ser esta una materia
abstracta, presenta dificultad en la comprensién, aprendizaje, analisis vy

Vanessa Catherine Guaman Cuzco 14
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aplicacion. Ante estos limitantes, es imprescindible que se creen nuevas
alternativas de ensefianza para conseguir un mayor aprendizaje.

Por otra parte los centros educativos carecen de material didactico, impidiendo a
los profesores tener una clase creativa. Los docentes encuentran un reto al
explicar los contenidos, ya que muchas de las veces no tienen material didactico y
recurren solo a la clase magistral. Las limitaciones en la ensefianza de esta
materia son muchas y casi no existe informacion o métodos didacticos concretos
para impartir una clase porque la mayoria solo se ha quedado en teoria. Frente a
esto, los estudiantes sienten temor a esta materia, ya que carecen de
comprension. Por ello es necesario que el profesor cree, invente y desmenuce la
materia a un punto comprensible, vivencial y de facil aplicacion.

Para mejorar el proceso de ensefianza- aprendizaje, ademas de dominar los
contenidos, es indispensable que el profesor tenga varias opciones al momento
de impartir una clase, sobre todo cuando se trata de una materia poco entendible.

El objetivo primordial de la tesis es crear nuevos instrumentos para una mejor
compresion en el tema de limites y derivada, inventar diversas opciones para
impartir las clases y de esta manera intentar erradicar el desinterés y temor que
tienen los alumnos hacia la materia. Cabe recalcar que ningun método es eficaz al
momento de la ensefianza, es por ello que el docente debe tener variedad en
recursos didacticos para las diferentes capacidades de aprendizaje de sus
alumnos.

Al ser el Calculo muy extenso, los conceptos que se puedan impartir en el ambito
colegial son limitados, por ello, solo se consideraron los contenidos basicos.

El Capitulo 1, PRESENTACION Y DIAGNOSTICO DEL PROBLEMA, es la
primera parte del proyecto que presenta las dificultades en la ensefianza de estos
temas. Se muestran tablas y gréaficos estadisticos que evidencian el problema en
base a encuestas realizadas a bachilleres y docentes de la materia en las
diversas instituciones de nivel medio (Bachillerato) de la ciudad de Cuenca en las
cuales se ensefian estos contenidos.

En el Capitulo 2, FUNDAMENTACION TEORICA, se describe a breves rasgos
los conocimientos previos que los alumnos deben tener antes de comenzar el
estudio de limites y derivadas. Ademas, se presenta el desarrollo teérico de la
parte pedagdgica que orientara el proyecto. Para ello, se utilizara la bibliografia
adecuada, ademas de algunas paginas web.

Vanessa Catherine Guaman Cuzco 15
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En el Capitulo 3, PROPUESTA, constan las diferentes propuestas (material
didactico, metodologias y un software como el Derive) aplicadas al tema. A su vez
este capitulo se subdivide en LIMITES, DERIVADA Y APLICACION DE LA

DERIVADA. Cabe destacar que la profundizacién de cada tema es con respecto
al ultimo afio de bachillerato.

Finalmente se realiza las conclusiones y recomendaciones lo cual constituye un
aporte personal al presente trabajo.
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CAPITULO |
1. PRESENTACION Y DIAGNOSTICO DEL PROBLEMA

1.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA.

Es indiscutible que a través de la Historia, se ha pensado que la Matematica es
una de las materias mas complicadas y confusas. En base a este prejuicio, los
estudiantes son poco participativos en las clases y peor aun cuando esta tiene un
grado mayor de complejidad. Es importante que el docente domine los contenidos
y sepa ensefiar, sin embargo, esto no garantiza que se alcance un aprendizaje
significativo. Por otra parte, la mayoria de centros educativos carecen de material
didactico, impidiendo a los profesores tener una clase creativa.

La Matematica tiene diversas ramas, una de ellas es el Célculo Infinitesimal. En el
ultimo afio del Bachillerato consta el tema de limites (definicion y teoremas) y la
derivada (conceptualizacion, reglas y problemas de maximizacion y minimizacion),
que es la base del Célculo Diferencial. Al ser esta una materia abstracta, presenta
dificultad en la ensefianza-aprendizaje.

Hoy en dia, con las oportunidades que un docente tiene para ingresar al
magisterio fiscal o simplemente por conseguir un empleo, se debe presentar una
clase expositiva y acomparfarla de un material didactico que pueda despejar las
dudas que existan durante la clase. Ademas, el material didactico en la practica,
ayuda a entender conceptos abstractos y mas aun cuando se trata de limites y
derivada.

Sin embargo, los softwares o0 pocos materiales que se encuentran para la
ensefianza de este tema, tienen un costo significativo (elevado) y se los pueden
encontrar via internet. Por ello es necesario crear una guia en la que se encuentre
un grupo de alternativas didacticas de facil construccion y que pueda estar al
alcance de cualquier profesor o institucion.

Para constatar que existe una carencia de metodos didacticos en el tema de
limites y derivada, fue necesario realizar una encuesta a los docentes y
estudiantes de las instituciones en donde se ensefian estos contenidos y se
pueda confirmar que el problema si existe en la ciudad de Cuenca.

Vanessa Catherine Guaman Cuzco 17
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1.2. DELIMITACION DEL CAMPO DE INVESTIGACION

En la actualidad, el gobierno nacional ha propuesto el bachillerato general
unificado en todas las instituciones del Ecuador, sin embargo no existe aun una
promocién de mencionado bachillerato. Por ello, el total de instituciones que
ensefian estos contenidos son 8, asi que el presente proyecto se ha centrado en
los planteles de nivel medio especificamente en los terceros de bachillerato del
Azuay canton Cuenca y se ha encuestado a docentes que ensefian estos temas,
y también a bachilleres de los mencionados colegios. Se ha encuestado a un total
28 docentes, lo que representa el 100% de la investigacion. En cuanto a
bachilleres del afio 2011-2012, son un total de 994 y se ha tomado una muestra
de 300 bachilleres que representan el 30.18%.

La muestra de la poblacion esta basada en la siguiente féormula estadistica:

_ Z?pgN
" Ne? + Z2pq

Cuyos valores son:
p = 0.5 Probabilidad a favor.
q = 0.5 Probabilidad en contra.

NC = 95% Que significa un Z = 1.96 Valor obtenido en niveles de confianza.

e = 0.05 Limite aceptable del valor muestral que puede variar del 1%(0.01) al
9% (0.09); se ha tomado el 5% (0.05)

N = 994 Bachilleres. Total de la Poblacién.
Por lo tanto, el tamafio de la muestra es:
n=277,07

Se ha logrado encuestar un total de 300 bachilleres. Obteniendo un error de
4.59%

Vanessa Catherine Guaman Cuzco 18
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1.3.

En la

CARACTERISTICAS DE LAS ENCUESTAS

encuesta realizada a los docentes (Ver Anexo 1), se tomaron en cuenta

algunos aspectos como:

a)
b)
c)

d)

En la

El nombre es opcional.

Se ha presentado 3 opciones de respuesta. (Sl, NO, A VECES)

Solo se han encuestado a profesores que ensefian esta materia en las 8
instituciones, es decir, profesores activos, que necesitan constantemente
renovacion en sus estrategias metodoldgicas y material didactico.
Preguntas que puedan evidenciar la falta de material didactico.

encuesta realizada a bachilleres (Ver Anexo 2), se tomaron en cuenta

algunos aspectos como:

a)
b)
c)

d)

El nombre es opcional.

Se ha presentado 3 opciones de respuesta. (SI, NO, A VECES)

Se han encuestado a bachilleres de la promocién del afio 2011-2012 solo
de los mencionados colegios ya que son las instituciones que por el
momento estudian el tema de limites, derivada y aplicacion de la derivada.
Preguntas que puedan evidenciar un problema en el aprendizaje del tema
mencionado.
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1.4. RESULTADOS DE LAS ENCUESTAS.

Las encuestas realizadas tanto a bachilleres como a profesores constaron de 7
preguntas; los resultados se exponen a continuacion:

Encuesta a Docentes

Pregunta 1: En su experiencia como Docente de Matematicas, ¢, Cree usted que
esta materia es compleja al momento de explicar a los estudiantes?

Objetivo: Con esta pregunta se conoce si los profesores han tenido dificultades al
explicar una clase de Matematica.

Resultados:
Respuestas Cantidad de profesores Porcentaje
Sl 16 57.14%
NO 3 10.71%
A VECES 9 32.15%
| Total 28 100%

A continuacién, se presenta en la figura 1 un diagrama de barras que resume la
informacion anterior detallada:

2 ¢,Cree usted que esta materia es compleja al momento
— . .
2 0 de explicar a los estudiantes?
0Q 28
82
@)
m E 24
20
o § SlI; 16
g o 16
2 12 A VECES; 9
5 10715
RESULTADOS
Figura 1
Andlisis

Como podemos ver, el 57.14% respondié que Si, es decir que la mayoria de
docentes considera que la matemética es compleja de explicar a los estudiantes.
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Pregunta 2: A medida que avanzan los contenidos de Matematica, ¢Usted cree
que es mas complicado explicar su clase?

Objetivo: Con esta pregunta se conoce el grado de dificultad que existe en la
ensefianza de temas cada vez mas abstractos de la Matematica.

Resultados:
Respuestas Cantidad de profesores Porcentaje
Sl 17 60.71%
NO 2 7.15%
A VECES 9 32.14%
| Total 28 100%

A continuacién, se presenta en la figura 2 un diagrama de barras que resume la
informacion anterior detallada:

2 A medida que avanzan los contenidos de Matematica,
< = . .
> ¢,Cree usted que es mas complicado explicar su clase
> 28
L
0 24
|_
& 20
(@) Sl; 17
@)
a) 16
1]
o
o 12 A VECES; 9
D: 1
]
S 8
(]
Pz
4 ; 32.14%
0 [ 7.15% |
RESULTADOS
Figura 2

Analisis

Como se muestra, el 60.71% responde que Si es complejo explicar su clase a
medida que los temas son mas abstractos.
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Preqgunta 3: A medida que transcurren los afios de bachillerato ¢ Considera usted
apropiado usar material didactico que pueda aclarar su clase frente a los
estudiantes?

Objetivo: Con esta pregunta se analiza la necesidad de material didactico en los
diferentes temas de todos los tres afios de bachillerato.

Resultados:
Respuestas Cantidad de profesores Porcentaje
Sl 21 75%
NO 2 7.14%
A VECES 5 17.86%
| Total 28 100%

A continuacién, se presenta en la figura 3 un diagrama de barras que resume la
informacion anterior detallada:

En los afos de bachillerato ¢ Considera usted

., apropiado usar material didactico que pueda aclarar
E 28 —suclase frente a los estudiantes?

(7]
§ Q 24 SIT21
ag 20
L »n
ou 16
©3
L=z 12
s L
= e A VECES; 5

4
17.86%
RESULTADOS
Figura 3

Analisis

El 75% de los docentes considera que en los afos de bachillerato debe existir
material didactico, pues los temas son abstractos.
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Pregunta 4: En cuanto a la Matemética del Ultimo afio de Bachillerato ¢ Usted ha
encontrado material didactico en los diferentes temas?

Objetivo: Con esta pregunta se analiza la falta de material didactico en todos los
temas de Matematica del ultimo afio de Bachillerato.

Resultados:
Respuestas Cantidad de profesores Porcentaje
Sl 5 17.86%
NO 12 42.85%
A VECES 11 39.29%
| Total 28 100%

A continuacién, se presenta en la figura 4 un diagrama de barras que resume la
informacion anterior detallada:

o En cuanto a la Matematica del Gltimo afio de Bachillerato
= * <;2L8Jsted ha encontrado material didactico en los diferentes
L
o O temas?
oQ
) l<_E 24
L
) Q 20
o)
i % 10 NO; 12
S ; .
= 12 A VECES: 11
2

8 Sl 5

39.29%
: .
0
RESULTADOS
Figura 4

Analisis

En esta pregunta existen resultados equitativos entre el NO (42.85%) y el A
VECES (39.29%), lo que supone una falta de material en algunos temas.
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Pregunta 5: Si su respuesta a la pregunta n ¥ame r o

material ¢ Tuvo algun costo

significativo?

4 of A WVEHEHE S 0

Objetivo: En esta parte de la encuesta, se analiza si el material didactico
encontrado tuvo algun costo elevado.

Resultados:
Respuestas Cantidad de profesores Porcentaje
SI 10 62.5%
NO 6 37.5%
A VECES 0 0%
| Total 16 100%

A continuacién, se presenta en la figura 5 un diagrama de barras que resume

informacién anterior detallada:

@ Si su respuesta a la pregunta 4 fue "SlI", este material
o @ ¢, Tuvo algun costo significativo?
98 16
A<
W &
o % 12 Sl 5 10
o
% % 8 NO’ b
E LIJ
o)
= 4 . 0.00%
A VECES; 0
0
RESULTADOS
Figura 5
Analisis

a

Las personas que contestaron Sl y A VECES fueron un total de 16, de las cuales

el 62.5% menciona que el material didactico que encontro tuvo algun costo.
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Pregunta 6: En el Gltimo afio de bachillerato, consta el tema de limites y derivada.
En la unidad educativa en donde trabaja, ¢ Le han facilitado a usted material
didactico especifico para estos temas?

Objetivo: Con esta pregunta se evidencia la poca inversion en material didactico
por parte de las instituciones en este tema.

Resultados:
Respuestas Cantidad de profesores Porcentaje
Sl 0 0%
NO 25 89.29%
A VECES 3 10.71%
| Total 28 100%

A continuacién, se presenta en la figura 6 un diagrama de barras que resume la
informacion anterior detallada:

En el altimo afio de bachillerato, consta el tema de limites y

derivada. En la unidad educativa en donde trabaja, ¢Le han
@ facilitado a usted material didactico especifico para estos temas?
2

28
7 NO; 25
> 2
O
i
e 20
=
z 16
3]

0.00%
o}
Q 12
L
a 8
o
i 4 A VECES; 3
=
2 o SI;0 10.71%
RESULTADOS
Figura 6

Analisis

En esta pregunta, la mayor respuesta es NO con el 89.29%, es decir, la mayoria
de instituciones no cuenta con un material didactico para este tema.
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Pregunta 7: ¢Considera usted importante que en el tema de limites y derivada
deba existir material didactico?

Objetivo: Esta es la pregunta mas importante de la encuesta y con ella se analiza
los criterios de los docentes frente al tema de la investigacion y desde la
experiencia de cada uno.

Resultados:
Respuestas Cantidad de profesores Porcentaje
Sl 25 89.29%
NO 1 3.57%
A VECES 2 7.14%
| Total 28 100%

A continuacién, se presenta en la figura 7 un diagrama de barras que resume la
informacion anterior detallada:

¢, Considera usted importante que en el tema de

)

”EJ liggites y derivada deba existir material didactico?

ow SI ) 25

98 24

A<

L B 20

X

o3 16

w2

s 12

)

< 8
4 N ;
. : 7.14%

RESULTADOS
Figura 7

Analisis

En esta pregunta que es la mas importante del presente proyecto, 25 docentes
gue representan un 89.29% contestaron que si es necesario un material didactico
para aclarecer las dudas que podrian presentarse en el tema de limites y
derivadas.
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Encuesta a Bachilleres

Pregunta 1: ¢ Usted cree que las Matematicas son muy complejas de entender?

Objetivo: Con esta pregunta se conoce si los bachilleres han tenido dificultades al
comprender una clase de Matematica.

Resultados:
Respuestas Cantidad de Bachilleres Porcentaje
Sl 163 54.33%
NO 92 30.67%
A VECES 45 15%
| Total 300 100%

A continuacién, se presenta en la figura 8 un diagrama circular que resume la
informacion anterior detallada:

¢, Usted cree que las Mateméticas son muy complejas
de entender?

45; 15%

A VECES

Figura 8

Analisis

Como podemos ver, el 54.33% respondio que Si, es decir, que la mayoria de
bachilleres tuvo problemas al momento de entender esta materia.
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Pregunta 2: ¢ Considera que a medida que avanzan los contenidos de
Matematica es mas complejo de entender?

Objetivo: Con esta pregunta se conoce si los bachilleres han tenido dificultades al
comprender una clase de Matematica, a medida que avanzan los afios del
colegio.

Resultados:
Respuestas Cantidad de Bachilleres Porcentaje
Si 187 62.33%
NO 38 12.67%
A VECES 75 25%
| Total 300 100%

A continuacion, se presenta en la figura 9 un diagrama circular que resume la
informacion anterior detallada:

¢, Considera que a medida que avanzan los contenido
de Matemaética es mas complejo de entender?

75; 25%

A VECES

Figura 9
Andlisis

Como podemos ver, el 62.33% (187 bachilleres) respondié que Si, es decir que la
mayoria de Bachilleres considera que la Matemética es mas compleja de
entender a medida que pasan los afios, pues se va haciendo cada vez mas
abstracta.
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Pregunta 3: En su experiencia de estudiante, ¢, Sus profesores de matematica del

altimo afio de bachillerato utilizaban material didactico para explicar mejor su
clase?

Objetivo: Con esta pregunta se puede evidenciar la falta de material didactico en
todos los temas del ultimo afio de bachillerato.

Resultados:
Respuestas Cantidad de Bachilleres Porcentaje
Si 35 11.67%
NO 251 83.67%
A VECES 14 4.66%
| Total 300 100%

A continuacion, se presenta en la figura 10 un diagrama circular que resume la
informacion anterior detallada:

En su experiencia de estudiante, ¢ Sus profesores de
matematica del ultimo afio de bachillerato utilizaban
material didactico para explicar mejor su clase?

14; 4.66%

35; 11.67%

m S|

mNO

A VECES

Figura 10
Analisis
La respuesta con mayor cantidad de personas es el NO y equivale al 83.67% (251

personas), es decir que la mayoria de bachilleres mencionan que sus profesores
no utilizaban material didactico al momento de impartir una clase.
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Pregunta 4: Si sus profesores le hubieran dado una guia en donde explicaba
como construir material didactico para ayudar a entender la clase. ¢ Lo hubiera
construido?

Objetivo: En esta pregunta se evidencia el interés por los alumnos al momento
de aclarecer sus dudas en una clase de Matematicas.

Resultados:
Respuestas Cantidad de Bachilleres Porcentaje
Si 212 70.67%
NO 78 26%
A VECES 10 3.33%
| Total 300 100%

A continuacion, se presenta en la figura 11 un diagrama circular que resume la
informacion anterior detallada:

Si sus profesores le hubieran dado una guia en donde
explicaba como construir material didactico para ayudar a
entender la clase. ¢, Lo hubiera construitio

10; 3.33%

A VECES

Figura 11
Analisis

Como podemos ver, el 70.67% respondid que Si, es decir 212 bachilleres

considera que es importante aclarar las dudas que se presentaron en la clase
mediante un material didactico.
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Pregunta 5: ¢ Cree usted que en la matematica del ultimo afio de bachillerato
deba existir material didactico que ayude a mejorar la ensefianza-aprendizaje?

Objetivo: En esta parte de la encuesta se analiza si los bachilleres consideran
que los diversos temas del ultimo afo de bachillerato deben tener una material
que ayude al aprendizaje.

Resultados:
Respuestas Cantidad de Bachilleres Porcentaje
Si 181 60.33%
NO 36 12%
A VECES 83 27.67%
| Total 300 100%

A continuacion, se presenta en la figura 12 un diagrama circular que resume la
informacion anterior detallada:

¢,Cree usted que en la matematica del ultimo afio de
bachillerato deba existir material didactico que ayude a
mejorar la ensefianza?

m S|
83; 27.67%
mNO

A VECES

36; 12%

Figura 12
Analisis
En esta pregunta, el 60.33% respondi6 que Si, es decir que 163 bachilleres

considera que en el ultimo afio de bachillerato debe existir material didactico en
los diferentes temas.
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Pregunta 6: En el tercero de bachillerato existe el tema de limites y derivada.
¢, Tuvo dificultades al momento de entender estos temas?

Objetivo: Con esta pregunta se pretende analizar si hubo un problema de
aprendizaje en el tema de limites y derivada.

Resultados:
Respuestas Cantidad de Bachilleres Porcentaje
Sl 169 56.33%
NO 92 30.67%
A VECES 39 13%
| Total 300 100%

A continuacion, se presenta en la figura 13 un diagrama circular que resume la
informacion anterior detallada:

En el tercero de bachillerato existe el tema de limites y
derivada. ¢ Tuvo dificultades al momento de entender
estos temas?

39; 139

A VECES

Figura 13

Analisis

Como podemos ver el 56.33% respondié que Si, es decir que la mayoria de
bachilleres considera tuvo dificultades en el aprendizaje de estos temas.
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Pregunta 7: ¢ Considera usted importante que en el tema de limites y derivadas
deba existir material didactico?

Objetivo: Esta es la pregunta mas importante de la encuesta y con ella se analiza
el criterio de los bachilleres frente al tema de la investigacion y desde la
experiencia de cada uno.

Resultados:
Respuestas Cantidad de Bachilleres Porcentaje
Si 196 65.34%
NO 76 25.33%
A VECES 28 9.33%
| Total 300 100%

A continuacion, se presenta en la figura 14 un diagrama circular que resume la
informacion anterior detallada:

¢, Considera usted importante que en el tema de limites y
derivadas deba existir material didactico?

28; 9.33%

m S|

mNO

A VECES

Figura 14
Analisis

El 65.34% respondi6 que Si, es decir que 196 bachilleres considera que debe
existir material didactico para este tema.
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1.5. SINTESIS DEL DIAGNOSTICO

Con las encuestas a docentes, efectivamente se puede evidenciar la falta de
métodos y material didactico en el tema de limites y derivada. La mayoria de
profesores concuerdan en que es necesaria la implementacion de diversas formas
de ensefianza. Los pocos profesores que manifestaron que si han encontrado
algun material didactico, también enfatizaron que lo encontraron via internet y que
tuvieron que pagar por un software o por alguna guia.

Por la encuesta realizada a bachilleres, es evidente que los profesores solo
utilizaban la clase magistral para la ensefianza de estos contenidos. La mayoria
también afirma que si los docentes les hubieran facilitado una guia para la
construccion de material didactico, lo hubieran realizado.

Por ello, el proyecto est4 enfocado en brindar diversas alternativas para intentar
erradicar el problema que efectivamente existe en las aulas de las diversas
instituciones. Cabe destacar que en el Bachillerato General Unificado constan
estos temas y por ello es importante crear métodos para la ensefianza de limites y
derivadas pues en el 2014 sera la primera promocion de este bachillerato y el
presente proyecto serd de gran ayuda tanto para profesores como para
estudiantes.
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CAPITULO I
2. FUNDAMENTACION TEORICA

En la época clasica de la antigua Grecia, se plantearon algunas inquietudes; una
de ellas fue encontrar la pendiente de la recta tangente en una determinada
curva. En aquel entonces, no existi6 un concepto geométrico que ayudara a
determinarla, fue hasta el siglo XVII que la obra de Isaac Newton y Gottfried
Leibniz permitieron sistematizar algunos métodos.

Se considera como padres del Calculo a Newton y Leibniz, sin embargo no se
puede descartar los aportes de Augustin Louis Cauchy, Bernhard Riemann, Karl
Weierstrass.

Con esta pequefia introduccion, se exponen los temas que deberian considerarse
antes de empezar el estudio del calculo.

2.1. PRECALCULO

A continuacién se muestran distintos simbolos que se emplearan a lo largo del
presente proyecto:

SIMBOLOS MATEMATICOS

es menor que =~ es congruente con
> €S mayor que ~ es semejante con
< es menor o igual a | es perpendicular a
> es mayor o igual a +# es distinto de
L éangulo recto /I es paralelo a
<L angulo e pertenece a
log logaritmo en base 10 AB trazo AB
¢ conjunto vacio |x| valor absoluto de x
[x] parte entera de x x! factorial de x

In logaritmo en base e
R: NuUmeros Reales
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2.1. DESIGUALDADES E INTERVALOS.

En el estudio de las desigualdades es indispensable que se enuncien sus
propiedades que son:

a) Sia>b y b>c,entonces a > c.

Ejemplo:

6>5 Yy 5>2 entonces6 > 2
b) Sia> b, entoncesa+c>b+c.

Ejemplo:

8> 6, Entonces 8+3>6+3
c) Sia> b,entoncesa—c>b—c.

Ejemplo:

9>2,Entonces9-4>2-4

d) Sia> b,y c es positivo, entonces ac > bc.

Ejemplo:

5> 2 Entonces 5(4) > 2(4)

e) Sia> b,y c es negativo, entonces ac < bc.

Ejemplo:

12 > 6, entonces 12(—7) < 6(=7)

Para la solucion de las desigualdades, se procede la siguiente manera:

Es posible que se sume cualquier cantidad a los dos miembros de una
desigualdad.

Se puede multiplicar a los dos miembros por cantidades positivas.

Si se multiplica ambos miembros por cantidades negativas, se debe
invertir el sentido de la desigualdad.

Ejemplo:

0 Resuelva la siguiente desigualdad 2x + 7 > 5x + 2
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2x+7>5x+2

by

Paso 1: Sesumaz7, pues | as fAx0 deben quedar en u

2x+7—-7>5x+2-7
Paso 2: Se reducen términos semejantes:

2x >5x—5
Paso 3: Se suma —5x:

2x —5x >5x—5x—-05
Paso 4: Se reducen términos semejantes:
2x —5x > =5
—3x > =5

T 1 , . .
Paso 5: Se multiplica por —3 COMO es un numero negativo, el signo de la
desigualdad se invierte:

S
Xs3

Cuando se estudia desigualdades, es conveniente utilizar la notacion y la
terminologia de los conjuntos. Se puede definir a un conjunto como una reunion

de objetos de algun tipo. A su vez, estos objetos son elementos de dichos
conjuntos. fPara representar elementos arbitrarios de un conjunto se usan
frecuentemente letras. Por ejemplo, a veces se usa "x" para denotar un nimero

real cuando no se desea especificar ningin numero real en particularo  ( Pur c e |
32). Una letra que se usa para representar cualquier elemento de un conjunto

dado se llama variable. Un simbolo que representa un elemento especifico es una
constante. En la mayoria de textos se suelen utilizar las ultimas letras del alfabeto

como x,y, z para representar variables. Las letras a, b, c denotan constantes.

Cada conjunto de valores a estudiarse dentro de una funcion, se denomina
fdominio de una variableoque es el conjunto de los niumeros reales que la variable
representa. Por ejemplo, x es un nimero real siy solo si x > 0 y por lo tanto el
dominio de x es el conjunto de los numeros reales no negativos. De la misma

.z 1 . . s e g
manera en la expresion —, se debe excluir x = 2 para evitar la division entre
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cero. Para este caso el dominio es el conjunto de todos los niumeros de reales
diferentes de dos.

Ciertos subconjuntos de R denominados intervalos son muy importantes en el
estudio del calculo.

El Intervalo es Abierto si a < b, es decir el conjunto de todos los nUmeros reales
gue se encuentran entre a y b que se denota por a,b . Por lo tanto su definicion
eSs ab = x:a<x<b de donde ayb son los extremos del intervalo. Los
intervalos abiertos se los representa en las graficas de la siguiente manera:

Intervalo Abierto

a,b ) >

Figura 15

En el grafico anterior, los paréntesis indican que lo extremos del intervalo no estan
incluidos.

En los Intervalos cerrados y semiabiertos, se utiliza uno o dos corchetes en los
extremos del intervalo en lugar de paréntesis. Si a < b, entonces el intervalo
cerrado se representa a,b = x:a<x<b Yy los intervalos semiabiertos se
definen como a,b) = x:a<x<b 06 ab = x:a<x<b.Enlas siguientes
graficas se representan estos intervalos:

Intervalo Cerrado

a, b r. T | |-I S
LI UL IJ
Figura 16

La presencia de dos corchetes, indica que los extremos son parte de la gréfica.

Por ej empl o c uehalfabeioo d e e is mal®é celiiadot peies las letras
sona,b,c,...,x,y,z y se puede incluir la letra a como el principio y z como el final.
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Intervalos Semiabiertos

ab -+

a,b [ - )
(b)
Figura 17

La presencia de un corchete indica que el extremo correspondiente es parte de la
grafica.

Por ejemplo cuando los nifios empiezan a contar, empiezan desde el numero 0, y
contintian 2,3,4,5,6,7,8 ..., por lo general, se podria decir que los niUmeros naturales
es un intervalo abierto pues se podria incluir al cero como un principio pero no se
conoce su final.

Para Intervalos infinitos se usa la siguiente notacion:

a) ao = xix>a
b) a,0)= xix=>a
C) —oa = x:x<a
d —-oa=xx<a

A continuacion, se representan algunas graficas de intervalos infinitos:

Intervalos Infinitos

(a, ) e
(@)

a, o -
(b)

—w,a <€ )
(©

Vanessa Catherine Guaman Cuzco 39



él‘ UNIVERSIDAD DE CUENCA
e k Fundada en 1867

—00,a T T T 11 ]
(d)
Figura 18

La ausencia de un paréntesis o corchete indica que la grafica se extiende
indefinidamente. El infinito no puede estar nunca incluido, es decir no se lo puede
representar con un corchete.

Por ejemplo los numeros reales (es decir todos los numeros), es un intervalo
infinito, pues no se conoce su principio ni su fin.

2.2. SISTEMA DE COORDENADAS EN DOS DIMENSIONES.

Al sistema de coordenadas rectangulares también se le suele llamar coordenadas
cartesianas en honor a René Descartes que fue un filésofo que pensaba que las
matematicas darian solucion a problemas del universo en base a la resolucion de
problemas geométricos. Este sistema de coordenadas cartesianas, esta
conformado con un eje horizontal llamado i e j e d@o dle lasabscisas y otro

eje vertical llamado i e ] e dy® o tlealas ordenadas. El punto en donde se

i ntersectan estos ej ef0 sy deondgehEgapament a
cartesiano tiene cuatro cuadrantes y estan denominados con I, Il, Il 1V, como

en la siguiente figura:

Ejey

Cuadrante Cuadrante
I I

N~ Origen Ejex

Cuadrante Cuadrante
i v

Figura 19
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A cualquier punto en el plano se le puede asignar un par ordenado unico (a,b),

endondeaes | a abscisa (vab?dpesgaordenhda @zgloeend e | a

el ej e de | as cudlgsdadistanfiagueexistesehtre estos dos puntos
en el plano, tenemos la siguiente férmula:

d P,P, = x3—% %+ 2 —y1)?

Ejemplo:

o Encuentra el valor de la distancia que existe entre los puntos
A 2;2 ,B(9;9) .(Purcell 40)

—tt
o
I

B(9,9)

A2,2)

S L 0 QI gngl oo

Figura 20

Se remplaza en la formula los valores

dAB = 9-22+(9-2)2
dAB = 72+ (7)?
d AB = 98

d A B =9.89

Es necesario también enunciar la formula del punto medio de un segmento, este
esta dado por:

X1+ X2 Y11+ Y2

Punt dio = ,
unto medio 5 5
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Ejemplo:

o Encuentra el punto medio del segmento que esta formado por los
puntos B 5,—6 A(-3,2)

G)+ (-3) 5-3 2
x= - - -1

ol
&
2 22 i
Aol
N
yoEOFr@  —6+z 4 EFREER)FERERPYN
2 2 2 2D \
31 I
= 4N\
El punto medio del segmento AB es: ji: ______ B
M(1,-2) T
Figura 21

Ahora bien, supongamos que @Q es el conjunto de determinados pares ordenados

gue obedecen cierto criterio en particular, a estos conjuntos de pares ordenados

se los llama grafica de Q. En la mayoria de los casos se construye una tabla con

val ores arbitrarios ndefiyibx od ayd owsa Iporre sl a¥nfi-cr
gue se enuncia.

Ejemplo:

o Construir lagraficade f x = x?

HES]
x | y=f(x) *
1s
-39 4+
_2 4 =5
—-1(1 1s
00 4
1|1 1-
214 1.
319 .
NN

R 1 2 3

Figura 22
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SIMETRIA

Existen algunas gréaficas en particular como es el caso de la grafica anterior, que
si se dobla el plano ordenado a lo largo del eje fiyola grafica que se encuentra en
la mitad izquierda del plano, coincide con la que se encuentra en la mitad
derecha. Se dice entonces que la grafica es simétrica con respecto al eje y.
Algunas gréficas tienen simetria con respecto al origen, esto pasa cuando x,y
esta en la grafica pero —x,—y también lo esta. Por ejemplo:

_4x*2x

B.6
L)

8.2

Figura 23

Existen algunos criterios que seran utiles al determinar qué tipo de simetria se
tienen en cada caso, estos son:

a) La grafica de una ecuacion es simétrica con respecto al eje y si al sustituir
X por —x se obtiene una ecuacion equivalente.

Ejemplo:

o fx =x*

Si sustituimos x por —x obtenemos: f x = (—x)?=x2, la ecuacién es
equivalente . Y A

X ¥

Figura 24
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b) La gréfica de una ecuacion es simetria con respeto al eje x si al sustituir y
por —y se obtiene una ecuacién equivalente.

Ejemplo:
0o x=y

Si sustituimos y por —y obtenemos: x = —y 2 = y?, la ecuacion es equivalente.

Figura 25

c) La gréfica es una ecuacién es simétrica con respecto al origen si al sustituir
simultaneamente x por —x y y por —y tenemos una ecuacion equivalente.

Ejemplo:
0o y=x°-3x3

Sustituimos "y" por " — y" y "x" por " — x" entonces tenemos:

5 3 —

—-y= —x°>—3 —x°=
—y = —x5 + 3x3,

Por lo tanto si es simétrica al origen porque se obtiene una ecuacién equivalente?.

Figura 26
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En los diferentes tipos de gréficas, encontramos a la circunferencia que es una
grafica simétrica con respecto a un centro C. Diversos puntos P estdn en una
circunferencia si y solo si equidistan siempre una distancia r con respecto al
origen. Por ello nos valemos de la ecuacion de la distancia para obtener la
ecuacion de la circunferencia que es:

(x—h)?+@-k?=r?
De donde hy k son el centro y r es el radio de la circunferencia.

Ejemplo:

Cth, K)

|oc—hp=+ - k7 =1

Figura 27
2.3. LA RECTA.

De todas las gréficas, la recta se puede decir que es la méas sencilla. En el plano
cartesiano, dos puntos definen una recta cuando esta pasa por ellos. Como esta
en el plano, esta recta debe tener una ecuacion, por ello enunciamos la definicion
de pendiente en base a la siguiente figura.

Se parte de (0,4) “*-T ——————————————————————
I
1
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En la grafica anterior, se puede observar que hay un cambio vertical de 3
unidades y un cambio horizontal de 5 unidades, entonces se dice que tiene una

pendiente de % En general la formula de la pendiente esta dada por:

Yo—W1
X2 —Xq

m =

Por lo tanto la pendiente es la medida de la inclinacién de una linea.

Ahora bien, partiendo de la ecuacion anterior, se pretende encontrar la ecuacion
de una recta de pendiente m que pase por un punto de coordenadas (xy;y,) ¥
que parta de P(x,y) en donde x; # x, solo hay una recta que cumpla con todas
las condiciones, por lo tanto:

y—W»1
m =
x_x1

Multiplicando a ambos miembros por x — x; tenemos:
X=Xy m=y—W1
Que es la forma punto-pendiente de la recta

Existen diversas maneras de encontrar la ecuacién de una recta, se enuncian a
continuacion.

FORMA PUNTO-PENDIENTE en este caso solo es necesario conocer la
pendiente de la recta y un punto cualquiera de la recta. Por ejemplo:

., 1
0 Encontrar la ecuacion de la recta con m = Sy P(=32)
Como tenemos la ecuacion de la recta que es:
y—y1=m(x —x)

1
y—2=5(x+3)

Esta es la ecuacion de la recta.
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De esta manera la formula mas general de la recta es:

y—y1 =m(x —xq)

FORMA PENDIENTE-INTERSECCION es necesario saber que la ecuacion de
una recta se puede expresar de varias formas, una de ellas es:

y=mx+b»b

De donde m es la pendiente de la recta, y b es la interseccion de la recta con el
eje y cuando x = 0.

Ejemplo:
o Encontrar la ecuacion de la recta que tiene de pendiente m = % y su corte
con el eje y es —3.
Utilizamos la ecuacion:
y=mx+b»b

3 ..
y=LXx- 3 Es la ecuacion de larecta.

ECUACION DE UNA RECTA VERTICAL Y HORIZONTAL en las rectas
verticales no se cumple las condiciones anteriores pues no tienen pendiente, pero
si tienen una ecuacion muy sencilla, esta es:

x=k

De donde k es una constante. Se debe mencionar que la ecuacién de una recta
horizontal seria y = k.

Ejemplo:

o Graficarlasrectasy =3 y x=-2
A

-

1 2 3 4

B oh ok L

Figura 29
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LA FORMA Ax + By + C = 0 conocida también como forma lineal general esta
definida por la forma:

Ax+By+C=0

En donde A y B son constantes pero no son nulos, es decir cero, y C es el término
independiente.

Ejemplo:

o Encontrar los coeficientes A, B y C de la ecuacion de la recta que pasa por
el punto (1,6) y tiene de pendiente m = 2.

Primero debemos determinar la ecuacion de la recta que es:
y—6=2(x—-1)
y—6=2x—2
y—6—2x+2=0
—2x+y—4=0

Los coeficientesson4=-2, B=1, C = —4

2.4. DEFINICION DE FUNCION.

Las reglas de correspondencia en la vida cotidiana son muchas, por ejemplo a
cada ser humano le pertenece una fecha de nacimiento, a un libro le corresponde
un namero determinado de péaginas, a cada instante del dia le corresponde un
tiempo, etc. Los ejemplos anteriores involucran dos conjuntos, uno que expresa
un objeto o situacion y el otro conjunto que tiene los enteros positivos que le
corresponden. Esta regla de correspondencia es una definicién informal de lo que
es una funcion.

Definicion Formal de Funcién fiuna funcion f es una regla de correspondencia
gue asocia a cada objeto x de un conjunto llamado dominio un valor Unico de un
segundo conjuntoo ( Pu Bb®.eH konjunto de valores asi obtenidos los
denominamos rango de la funcién.
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NOTACION FUNCIONAL es la manera de representar una expresion. Se usa una
sola letra para denominar a una funcion. Por lo general se usa f , F, 0 g, entonces
f(x)se | ee Af de x0 gqu¢gdalepmriugvalardexd. val o

Ejemplo:

o Sifx =x*-—xencontrar a) f 2, b) f(=5)

a) f2 =22-2=2
b) f =5 =(=5)2+5=230

DOMINIO Y RANGO al ser la funcion una regla de correspondencia, el dominio
es el conjunto de todos los numeros reales a los que la funcion asigna valores y el
rango es el conjunto de valores obtenidos. Por ejemplo f x =x*+1 y se
especifica que el dominio es 0,1,2 entonces el rango seria 1,2,5. Si no se
define el dominio, este se denomina dominio natural.

GRAFICA DE FUNCIONES es aquella en donde se asignan valores de nimeros
reales para remplazarlos en f(x) y se construye una tabla de valores de dominio y
rango para bosquejar la gréfica.

En algunas graficas se encuentran asintotas que son un valor especifico del
dominio en el cual no existen valores del rango. Se lo suele representar mediante
una linea punteada. Algunos ejemplos de graficas de funciones son:

r

(a) (b) ©

Grafica con asintotaenx =-2 y y=3

Figura 30
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FUNCIONES PARES E IMPARES son aquella que con frecuencia presentan
simetrias. Si f —x = f(x) entonces la grafica es simétrica con respecto a y y se
denomina funcion par. Si f —x = —f x la grafica es simétrica con respecto al
origen y se llama funcién impar.

Ejemplos:
o Decir sila funcién f(x) = x3 — x es par o impar.
Remplazamos —x por x y tenemos:
f)=(x)°—- —x
f(x)=—x3+x
fx =—x3—x
Es una funcién Impar.

En la caso de la funcion f x = 2/(x — 1) no es par ni impar pues la grafica no es
simétrica con respecto al eje de las y ni al origen.

FUNCIONES VALOR ABSOLUTO Y MAXIMO ENTERO se las denomina
también funciones especiales y se las representa asi:

a) Funcion valor absoluto

Se definen como:

x si x=0
X = i
—x si x <0

Lo aclararemos con el siguiente ejemplo:
e Trazar la gréafica de lafuncion f dada por f = |x|

La grafica quedaria de la siguiente manera:

AV

Figura 31
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Segun la definicion anterior, si x > 0, entonces f x = x y por lo tanto, la parte de

|l a gr8fica que se encuexdotres da diemt demea@ahd
y = x, que es una recta que pasa por el origen y tiene de pendiente 1. Si x <0

entonces, por la misma definicion tenemos que f x = x = —x, y por lo tanto la
gr8fica que se encuentra a |l a izqui—arda de

b) funcion maximo entero
Se define como:
x = Al mayor entero igual 0 menor que x

Para denotar el mayor entero n tal que n < x, se utiliza el simbolo x . Por
ejemplo, 1,6 =1, 5 =2, m =3

La gréfica de una funcion maximo entero seria la siguiente:
i

14 —a

Figura 32

2.5. OPERACIONES CON FUNCIONES

Se pueden realizar operaciones con funciones tales como la suma de fy g para
producir otra funcién nueva f + g. A continuacion se expresan algunas de las
operaciones con funciones, suponiendo que tienen dominios naturales:

SUMA DE FUNCIONES, su férmula es:
f+tg x =fx +g9(x)
Ejemplo:
o Encontrarlasumade f(x) =x?—-1yg x =x3-2x2+3
Entonces: f+g9g x =fx +gx

f+g x =x*—1+x3-2x2+3
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f+g x =x3—x2+2

Su dominio seria (—oo; o)
RESTA DE FUNCIONES, su férmula es:

f-g9 x =fx —g)

Ejemplo:
0 Encontrar la resta de f(x) = xT_Z ygx =x2-1

Entonces:

Su dominio seria (—o; o)
PRODUCTO DE FUNCIONES, su formula es:

fg x =fx.9%)
Ejemplo:

T ., 1
o Encontrar la multiplicaciébnde f x = -y gx = x3

frg x =fx.9x)

Su dominio seria  (—oo; )
COCIENTE DE FUNCIONES, su formula es:

f _fx)
x ==

g = g
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UNVERSIDAD OF CUENC

> =
Ejemplo:
o Encuentre el cocientede f x = xzi entreg x = x

[ _f®

g g(x)
f x—3
- X = p
) 2 x

Su dominio es: 0,0 , se excluye el cero, para evitar la division entre O.
POTENCIA DE FUNCIONES, su férmula es:

ffx =fx"
Ejemplo:

o0 Sef x ="x+1 consudominio —1, . Encuentra la formula de >, e
indique su dominio.

ffx = fx)"
f5x = f(x)°
f)S= *x+1 = x+15+
Su dominio es: —1, )

COMPOSICION DE FUNCIONES

Supongamos que se tienen dos funciones f y g, si f trabaja con x para producir
f(x) y después g trabaja con f(x) para producir g f x , decimos que hemos
realizado una composicién de g con f. La funcién que resulta se denomina
composicién de f con g y se expresa mediante el simbolo f°g entonces:

g°f x =g(f(x)

Cabe destacar que la composicion de funciones no es conmutativa.
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Ejemplo:
o Encuentre la composicion de las siguientes funciones f x = ("2;3)3,
gx = x
. _ _x—=3  x-3
9°f x =g9fx =9 —5 = —
i - x—3
ffg x =fgx =f x =—

2.6. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Cabe enunciar las funciones trigpnométricas basadas en el triAngulo rectangulo
(figura 33):

B
co
Sena = -
Hipotenusa (H)
CcA
Cateto opuesto | Cosa = -
al
a0 __co
tana = —
C 7] CA

Catdo adyacente
al
Figura 33

A continuacion se presentan las propiedades basicas de las funciones Seno y
Coseno.

PROPIEDADES

fEs importante mencionar que las funciones seno y coseno son periddicaso
(Purcell 54), es decir si existe un numero positivo p tal que f t+p = f(t) para
todo t del dominio de f. En consecuencia se cumple lo siguiente:

sen —x = —senx

COS —X = COsX
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Decimos que la funcion seno es impar y la funcién coseno es par.

Entonces se cumple la identidad que relaciona el seno con el coseno que es:
sen’t + cos?t =1

Demostracion:

Remplazamos el seno y el coseno por sus iguales:

co ? L A 2 )
H H
Realizamos las operaciones:
C0? CA?
7t T
CO? + CA?
TR

Por el teorema de Pitagoras, se conoce que:
H? = CO? + CA?

Entonces remplazamos por su igual:

HZ
R
Simplificamos:
1=1

La igualdad se cumple.

Esta identidad resulta del hecho del circulo unitario x? + y2 = 1, puesto que el
seno y el coseno tienen un rango de 1.

Las graficas del seno, coseno y tangente son:
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-~

¥

2x -1 S -F T S
2/ Wi

(c) Tangente
Figura 34
Con las funciones basicas, se podrian establecer las funciones trigopnométricas

complementarias que son:

senax
a) tana = —
cosa

Demostracion:

H.CO (O

tana = HCA CA

SRER

b) cota = :osa

ena

Demostracion:
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CA
_ g _CAH CA
Cte=T0=co.n_co
H
C) seca =
cosa
Demostracion:
_ 1 _ H
seca = A =1
H
d) csca =
sena
Demostracion:
_ 1 _ H
csca = E = ﬁ
H

La tangente es una funcion impar. En base a las funciones anteriores, se obtiene
las siguientes identidades:

1 + tan’a = sec’a

Demostracion:

L4 GO ? H?
CA ~ CA
COZ 2

14+ —=—
taz T oAz

CA?+C0* H?
CA2 (A2
H?  H?
CAZ ~ cA?
1=1

1+ cot?a = csc*a

Demostracion:
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l\_

- CA*> _ H?
C0%2 (02
CO%* +CA* _ H?
co02 (02

H?  H?
C02 ~ (02

1=1

2.2. CORRIENTE PEDAGOGICA DE REFERENCIA (METODOS Y
TECNICAS EN EL PROCESO DE ENSENANZA-APRENDIZAJE)

2.2.1. EL CONSTRUCTIVISMO

La teoria que encaminard el proyecto sera el constructivismo, ya que el
constructivismo postula la necesidad de entregar al alumno herramientas que le
permitan crear sus conocimientos aplicados a un problema y de tal forma que sea
€l mismo quien modifique algo que no le ha servido para su aprendizaje.

El constructivismo, prdpone un paradigma en donde el proceso de ensefianza se
percibe y se lleva a cabo como un proceso dinamico, participativo e interactivo del
sujeto, de modo que el conocimiento sea una auténtica construccion operada por
la persona que aprende (por el "sujeto cognoscente"). El constructivismo en
pedagogia se aplica como concepto didactico en la ensefianza orientada a la
accionq MINISTERIO DE EDUCACION Y CULTURA, 52).

En esta corriente filosofica, el alumno posee conocimientos pero en base a estos
el debera construir nuevos saberes. El estudiante no sera una copia fiel de su
maestro sino mas bien serd un ser humano que reconstruya el conocimiento. El
papel del estudiante ser& construir sus saberes en base a una experiencia interna.

El rol del docente es guiar al alumno para que adquiera nuevos conocimientos
significativos en base a una interaccion con el medio ambiente.

En un estudio llevado a cabo por los estudiantes de la Universidad de Cuba, se
dedujo que las ideas del constructivismo a través de la historia estan basadas en:

e Determinadas teorias sobre el movimiento cientifico como por ejemplo las
de Kuhn, Feyerabend, Lakatos y otros.
e La epistemologia genética de J. Piaget.
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e EL enfoque histérico cultural L Vigotsky.
e El aprendizaje significativo de D. Ausubelo (MAZARIO fi E | Constructi
Paradigma de | a escia®)l a Contempor 8neado

A continuacion, se deducen las siguientes ideas que resumen los principios del
constructivismo:

1. La comprension que un ser humano pueda tener ante un conocimiento
nuevo es un proceso interno y diferente en cada individuo.

2. El conocimiento es reconstruido a través de experiencias.

3. La experiencia permite dar conclusiones.

4. El proceso de construccion de significados esta siempre influenciado por el
contexto histérico-cultural y econémico-social del cual el individuo forma

parte.

5. El aprendizaje requiere una participacion activa y reflexiva.

2.2.2. ;4COMO APLICAR EL CONSTRUCTIVISMO EN LA PRACTICA
DOCENTE?

Existen lineamientos para aplicar el constructivismo en las aulas, se pueden
enumerar los siguientes:

a) El conocimiento de cada alumno debe ser construido y no transmitido (esto
se puede lograr mediante actividades grupales o individuales que
involucren la participacion de cada estudiante).

b) La experiencia debe ser lo mas importante. En base a esto, el alumno
podra escoger los métodos que ayudan a su aprendizaje y desechar
aguellos gque le han resultado confusos. (Probar alternativas de ensayo y
error por diferentes caminos, pues la Matematica se presta para ello)

c) Realizar actividades en donde el alumno investigue. El docente solo indica
las pautas a seguir, recuerde que su rol es guiar.

d) Silos estudiantes estan vinculados en el proceso de aprendizaje mediante
la experiencia, tendran mayor interés en la materia.

e) Realizar experiencias grupales.

f) Al final de una clase, proponer desafios tanto grupales como individuales a
manera de juegos. Esto ayudara al docente a conocer los temas que se
deberan reforzar.
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2.2.3. METODOS Y TECNICAS EN EL PROCESO DE ENSENANZA-
APRENDIZAJE

Para el desarrollo de una clase, existen diferentes alternativas que podrian ayudar
a alcanzar un aprendizaje significativo. En los parrafos siguientes se mencionaran
algunos métodos o técnicas motivadoras que fundamentan el presente proyecto.

Es oportuno destacar que en todos los temas, el profesor guardara el debido
orden en el pizarrén. Segun Irene Marin, pedagoga de Espafiay coordinadora del
programa fAUsa dehbstameaasegara gua &l orden es muy
importante en el pizarron, ademas de la utilizacion de mapas conceptuales resulta
una manera de organizacién del pizarron muy atil. De modo anélogo pueden
utilizarse cuadros sinopticos, resumenes, graficos y tablas que organicen y
faciliten los procesos de generalizacion y aplicacion de los conocimientos.q
MARIN, A Odi seoeltevistaica de pedagog?2ao)

En cuanto a la educacion en el Ecuador, el Ministerio de Educacion también
enfatiza | a importanci a dElpizamon ponsiitaye una |, s e
de los medios de ensefianza mas antiguos e importantes para mostrar y despertar

el interés de los alumnos hacia el mensaje cultural que debe construir la escuela.

Siempre se ha entendido que la utilizacion del pizarrén escolar es una excelente

muestra de la pericia del educador; sin embargo, se ha prestado poca atencion a

sus posibilidades educativaso (GRUPO SANTILLANA. i Ma n u a $ugemkreias
Pedagdgicasdo . ) 2 0

Por lo anterior mencionado, cada docente debe ser ordenado en la pizarra, mas
aun en este caso de limites y derivada. A continuacién se describe en teoria las
técnicas utilizadas en el proyecto:

1) Los Esquemas u Organizadores Gréaficos: Existen diversas
publicaciones del Ministerio de Educacion, una de ellas aporta lo siguiente:
flna de las técnicas mas poderosas para organizar ideas y conceptos es el
Esquema Gr8fico,é ,todo estudiante deb
estimular | a r ef |l exi - nGRYPO eSANTILLANA2 § Ma nu a | de
Sugerencias Pedagodgicaso , ). 2P@®r esto, se recomienda que los
organizadores graficos permanezcan en el aula para recordar lo aprendido.
Recuerde que esto sirve muchas veces para memorizar materias tedricas.

2) Material Concreto: La ensefianza de las Matematicas inicia con una parte
exploratoria. Es mejor que esta parte exploratoria sea con la manipulacion
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de un material concreto. flLa ensefianza debe partir del uso de un material

concreto porque permite que el mismo estudiante experimente el concepto

desde la manipulacion de sus sentidos logrando asi interiorizar conceptoso

(T A P | Pupdanientos Psicopedagodgicos) Es importante que el estudiante

aprenda a manipular objetos de su entorno pues bien lo dice Piaget; i s e
necesita aprender de .experiencias concr

3) Actividades al Aire Libre: Las actividades al aire libre constituyen un
factor muy importante en el proceso de ensefianza-aprendizaje. La mayoria
de las clases son presentadas en el aula; por ello, los estudiantes se
sienten muy relajados y motivados al momento de salir al aire libre. i L a s
actividades al aire libre nos aportan conocimientos, habilidades y destrezas
que nos permiten desenvolvernos con segyri dac
www.ite.educacion.es). Las experiencias que puedan tener los estudiantes
con estas actividades, son importantes para comenzar o cimentar un
conocimiento nuevo.

4) Juegos de Mesa: los conocidos juegos de mesa como el bingo y el
domin6é aplicados a ejercicios matematicos ayudan de una manera
considerable a desarrollar destrezas. En Mateméticas, cuando existen
varios teoremas la mayor destreza a desarrollar en los estudiantes es
reconocer cada caso en un grupo de ejercicios. Por ello, se presentan
estos juegos en los que existen varios ejercicios para desarrollarlos de una
manera alternativa.

5) EI Rompecabezas: Ademas de desarrollar la capacidad espacial, el
rompecabezas desarrolla la observacion, descripcidbn y comparacion de
cada pieza y sus detalles para construirlo poco a poco. También sirve para
desarrollar la capacidad de tolerancia del estudiante. En Mateméticas sirve
para el desarrollo de ejercicios.

6) Maquetas: Son un montaje a menor escala de algo real. Estas maquetas
también se utilizan en exposiciones para explicar algin concepto abstracto.
Como la mayoria de contenido en la Matematica es abstracto, la utilizacion
de maquetas de una situacion especifica sera de gran ayuda para la
explicacion de un tema.

7) La Evaluacion Informal: Es una manera alternativa de evaluar a los
alumnos utilizando métodos didacticos. Este tipo de evaluacion no debe
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tener una valoracion cuantitativa sino mas bien cualitativa. El objetivo
principal de esta evaluacion es deducir el nivel de comprension del tema
tratado.

8) La Evaluacién Formal: Uno de los elementos mas complejo para el
docente es la evaluacién de los aprendizajes ya que el resultado decide la
promocién o no del estudiante al siguiente nivel. ElI Ministerio de Educacion
del E c u a d o r losnestudiarites seasonfeéterdn a un examen cuyo
formato es una prueba de base estructuradad (Andrade, Comision de
Evaluacion Interna, 62). Por ello es pertinente que el docente adopte este
formato para que los estudiantes se acostumbren a evaluaciones futuras.

Todas estas sugerencias pedagogicas se pueden usar, sin embargo no hay
muchas alternativas para la Matematica avanzada, ya que solo se han quedado
en teoria. Por todo esto es necesario implementar material didactico o métodos
para la enseflanza de estos temas.

2.3. SINTESIS DE LA FUNDAMENTACION TEORICA

En sintesis, este capitulo trata de temas previos que los estudiantes deben
dominar antes de empezar a estudiar el tema de limites y derivadas. En cuanto al
Precélculo, los temas mas importantes son aquellos en donde intervienen las
funciones; es decir, el dominio de notacibn en intervalos, resolucién de
igualdades, operaciones, propiedades y grafica de funciones, ademas de las
funciones trigopnométricas. Cabe mencionar que el &lgebra es un elemento
poderoso en Matematicas; por eso es imprescindible recordar conceptos basicos
como el factoreo, reduccion de términos semejantes y ecuacion de la recta. Para
el estudiante sera més facil entender si el docente realiza un recordatorio previo.

En cuanto a la teoria que fundamenta el presente proyecto de investigacion, se
destaca el constructivismo como base. Esto implica que el docente solo sera un
guia en el proceso de ensefanza-aprendizaje. Con referencia al material
didactico, métodos, y pautas que el docente dard a sus estudiantes, ellos
construiran su propio conocimiento. Por ello el proceso de ensefianza aprendizaje
se vuelve dinamico y participativo.

Para gque exista armonia entre lo que se dice y lo que se hace, debe concordar la
teoria con la practica. Para esto, el capitulo definio la teoria que encaminara el
presente proyecto de investigacion. El siguiente capitulo nos mostrara como
concretar las ideas (teoria) en el aula.
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CAPITULO 1l
3. PROPUESTA

GENERALIDADES DE CADA CLASE

Ya que el célculo es muy extenso, la profundidad de cada tema es con respecto a
los contenidos que se ensefian en el tercero de bachillerato. Casi es su totalidad,
los ejercicios se han obtenido de los libros guias que se utilizaron para desarrollar
|l a presente tesi sCalculb £dndsgométria bAnatiticad Bad WV.
Swokowski, y i C § | con Gemmetria Analiticadde Edwin J.Purcell; Dale Varberg.
Cabe destacar que la propuesta consiste en implementar nuevas formas de
ensefianza basadas en técnicas y nuevos materiales didacticos.

El siguiente grafico muestra la estructura de la propuesta en general:

Limites Derivada

Definicién y Notaci6

‘ -, e /
Introduccion a limites de Derivada

| Limites unilaterales Reglas para determingr
derivadas
Estudi9 Eormal de Derivada de Funciones
Limites Trigonométricas

1 Teoremas de Limites
i Regla de la cadena

| Determinacion de
maximos y minimos

Aplicacion de la DerivaPa

| Méaximos y Minimos
aplicados a Problemas
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Es necesario llevar una secuencia en los temas a enfocarse. Por ello cada clase
propuesta constara de las siguientes partes:

Introduccion:

Juegos o actividades que nos ayuden [a
introducir cada contenido.

A i N\
Evaluacion Formal Desarrollo de la clase: ‘
Es la evaluacion de un tema a manera de Se presentan diversas técnicas o
instrumento de valoracion o mejor material didactico para el desarrollo d
conocido como prueba escrita. cada tema.
g Y . Y

Evaluacién Informal ‘

Es la evaluacion que servira para Ejercicios resueltos:

encontrar los contenidos que deben ser A lo largo de los temas se ejemplifican
reforzados en la clase. Se la puede | algunos ejercicios para una mejor
realizar mediante un juego o una comprension.
actividad.
3.1. LIMITES

3.1.1. INTRODUCCION A LOS LIMITES

Introduccion de la clase:

Objetivo: Introducir el tema y crear en el estudiante la nocion de acercamiento a
un namero; pues debera emplear luego en la aproximacion a limites cuando
tienden a un numero especifico.

Se entrega a cada alumno una de las siguientes tablas (Ver mas en el Anexo 3):
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BUSCA TU NUMERO BUSCA TU NUMERO
4.2099 3.9991 4.1246 3.1207
15.0022 6.333 12.0295 6.5789
9.4599 10.001 9.0071 10.8476
7.6310 14.002 7.3270 14.4580
11.2229 1.7772 11.2490 1.4127

2.009 13.4447 2.1298 13.6985
8.333 5.0001 8.2507 5.1207
Tabla 1 Tabla 2

Desarrollo de la Actividad

e El profesor sortea un nimero del 1 al 15 (por ejemplo el 7).

e Luego, el docente pregunta a sus alumnos ¢Cuél es el numero mas
cercano, que tienen en sus tablas al nimero sorteado? (en la tabla 1
i7.63100 ; en 2fA32709.b | a

e Después se elige al ganador, que es aquel alumno que tenga el niumero
mas cercano, acreditdndose un punto (el ganador es el estudiante de la
tabla 2).

e El ganador final del juego es el alumno que haya sumado 3 puntos.

Desarrollo de la clase:

A medida que se desarrolla la clase, se puede utilizar analogias para crear
conectores que ayuden a recordar la materia a los alumnos. Por ejemplo:

El |l 2mi te se puede definir como cuando ur
limited Esto ayudara a los estudiantes a recordar en parte el concepto de limite.

e Técnica: Se debe realizar una lluvia de ideas con respecto a esta frase. Se
sugiere que se utilice el siguiente organizador gréafico para una mejor
visualizacion.
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¢, Como realizar la lluvia de ideas?

En los circulos pequeriios se colocan las ideas de los alumnos, mientras que en el
circulo central se debe colocar una conclusién realizada en conjunto con el
profesor.

Una de el | as pxsi@urfpantoere dondé ypiseacaba la paciencia,
sin embargo la nocion de limite es algo parecido a esta frase pero con funcionesa

e Material Didactico: Para esta clase necesitaremos el At abl er o d
f unci.gVereAsexo 4).

Es necesario que el docente expligue que en el Célculo se analiza la forma en
gue varian ciertas funciones cuando tienen valores especificos. Por ello el calculo
también se define como un estudio de limites (ya que un limite es un valor
especifico).

Cabe recordar la proporcionalidad tanto directa como inversa, ya que en el
estudio de limites existiran funciones racionales.

+ Recuerde: Cada vez que se explique algo es necesario que el docente
cologue ejemplos tan simples para que los alumnos puedan entender. Por
lo general los ejemplos deben ser relacionados con la vida cotidiana.

Ejemplo: i Si mi padre gana $100 me regala $3;
$60. Otro ejemplo ser2a fACon 5 trabajador
pero si contratara 10 trabajadores mi cassé

e Técnica: Se pide a los alumnos que construyan en su cuaderno una tabla
como la siguiente y que coloquen ejemplos de situaciones directa e
inversamente proporcionales:

EJEMPLOS DE RELACIONES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES E INVERSAMENTE
PROPORCIONALES
Directamente proporcionales. Sus Inversamente proporcionales. Su
variables dependiente e independiente variable dependiente crece y su variable
crecen simultdneamente. independiente disminuye o viceversa.
Si mis padres tienen mas sueldo me daran | A més llaves de agua, menor es el
mas dinero. tiempo para llenar una piscina.
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Se recordaran algunas funciones que seran objeto del estudio en los limites.
X Un ejemplo de funcién racional es la siguiente:

_x3—1

fx =

x—1

En esta funcion podemos formular una pregunta:

e Técnica: Esta pregunta se puede organizar en cartulinas de la siguiente

manera.
Reemplace en la Respuesta (compruebe
Pregunta funcion para saber el valor. con su calculadoray:
é Estéa definida
cuando ?

. . 0 e
La respuesta obvia es que no, pues tendriamos 5 due no se encuentra definida.

Por el |l o se gen gexateaglmnvalor puandaxsadpraximad1? o
Para responder a esta pregunta es necesario analizar la grafica correspondiente.

e Técnica: Se pide a los alumnos construir el grafo con valores desde —3
hasta 3(pero se puede tomar valores cercanos a 1 como 0.99 y 1.01),
recordandoles que los 10 primeros alumnos pasaran a colocar sus
respuestaseneliit abl er o de funcionesbo

El grafo o tabla de valores y la grafica en el tablero de funciones sera:

x° -1
X fx “x—1
=2 f -2 =3
-1 f-1=1
0 f0 =1
0.5 f 099 =297
1 f 1 = No existe
1.5 f 1.01 =3.03
2 f2=
3 f3 =13
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Observando el it abl er o d eadefmasdel igafn,ess goncluye que la
funcion f x tiende a 3 cuando x tiende a 1.
Escribiendo en simbolos matematicos tenemos:
x3 -1
lim =
x-1x—1

3

3_
Se |l ee: fdel xtieAdma tde %ueah‘)do

Recuerde: El docente debe explicar que tanto "x" como "L" no son valores
propiamente dichos sino que tienden a ser estos valores.

X Otro ejemplo de funcion es:
_ Sen (x)
B X

fx
Pero si tenemos:
Sen (x)
X

Encontrar lim,._,,

e Técnica: Se pide a los alumnos construir el grafo con su calculadora en
radianes, recordandoles que los 5 primeros alumnos pasaran a colocar sus
respuestaseneliit abl er o de funcionesbo

El grafo y la grafica en el tablero de funciones seran (se deben sugerir los valores
de fixo a | os alumnos

_Sen (x)
 x

x fx

_T_ _o7g| f —078 =090
" .

_Ez —1.05 f —1.05 =0.83
3 .

T 4157 | f —-157 =063
> .

0 f 0 = No existe
3 —
= —01 f 0.16 =0.99
279 0.16
30

4 .

n = 3.14 0
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Observando la gréfica, concluimos que:
Sen (x) 1

x-0 X

X Otra funcién es la funcién maximo entero, recordemos que:
f x = x  Almayor entero igual o menor que x

Ejemplo:si f 3.95 = 395 =3

Recuerde: Ejemplificaremos la funcion maximo entero con algo de la vida
cotidiana; cuando usted envia un paquete a otro lugar, se cobra de acuerdo al
precio; por ejemplo de 0 a 1 Kg cuesta $25 de 1 a 2 Kg cuesta $50; esto quiere
decir que no importan los valores intermedios pues si pesa 0.5 igual el costo es
$25.

Entonces analicemos este ejemplo:

Encontrar el lim x

X2

e Técnica: el profesor traza los puntosenelfit abl er o dgandlizanci on ¢

conjuntamente con sus alumnos.

El grafo y la grafica son:

x fx = x
-1 f-1 =-1
0 f0 =0
1 f1=1
1.5 f15 =1
2 f2 =2
2.5 f25 =2

Como podemos ver en la gréafica, si damos valores menores que 2 (lugar en
donde se encuentran las tachuelas de color verde), el valorde f x = x =1y
cuando damos valores mayores y proximos a 2(lugar en donde se encuentran las
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tachuelas de color amarillo) entonces f x = x =2 al acercarse de distintas
maneras, no concuerdan los valores del limite; por lo tanto el limite no existe.
e Técnica: Cuando se coloca una nota para indicar algo importante, es
necesario que en convenio con los alumnos se realice en el cuaderno un
dibujo o logotipo que ayude a recordar lo aprendido.

NOTA: de las funciones propuestas, no necesariamente el limite debe
existir.

No siempre es conveniente dar valores cercanos al nimero, existen otras
maneras para definir limites como por ejemplo utilizar el algebra.

Ejemplo:

. 2-x-6
Encuentre el hmxﬁ%

Es importante que el docente use marcadores de otro color para denotar que
existe un caso de factorizacion:

Realizando la factorizaciéon tenemos:

Cx*P—x—6  x—-3 x+2 )
lim—— = lim =limx+2 =34+2=5
x-»3 x—23 x—3 x—3 x—3

Recuerde: Los alumnos probablemente hayan olvidado los casos de
factorizacién; por esto se debe enviar un trabajo grupal que resuma los 10 casos
de factoreo para una mejor comprension del tema.

ACTIVIDAD ENTRE CLASE

Actividad: fSopa de limiteso

Instrucciones:
e Formar grupos de 5 personas.
e Se entrega a cada grupo 5 tableros y tarjetas. (Ver Anexo 5)
e Se voltean las tarjetas de manera que no se puedan ver los ejercicios y
cada jugador por turno elige una tarjeta.
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e Los jugadores resuelven el limite, buscan la respuesta en su tablero y lo
marcan.

e Gana el jugador que consigue marcar primero 4 casilleros consecutivos.

Para el siguiente caso es necesario tener presente las graficas de las funciones
trigonométricas pues ayudardn a una mejor comprension del ejemplo:

Cos x
10

Encuentre lim,_, x% —

e Técnica: El profesor pide a sus alumnos que construyan la tabla de
valores. El docente construye la grafica de acuerdo a la funcién cos x. Se
analiza conjuntamente los diversos valores.

El grafo y la grafica son las siguientes:

o, Cos x
x fx x 10
-1 0.95
—0.5 0.16
0 -0.1
0.5 0.16
1 0.95
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Si reemplazamos directamente el valor del limite, se puede ver que si existe un
valor, en este caso es —0.1 y por lo tanto:

i , Cosx _ 02 1 1
0 7710 T° T10 10
Evaluacion Informal: Actividad: i Par es y | 2 miteso

Instrucciones:

e [Formar grupos de 5 personas, a quienes se les entrega 10 tarjetas rojas y
10 tarjetas azules.

e Las 10 tarjetas rojas contienen ejercicios propuestos acerca de limites y las
10 tarjetas azules contienen las respuestas a estos ejercicios. Las cartas
deberan estar volteadas boca abajo. (Ver Anexo 6)

e Por turnos los alumnos voltean una tarjeta roja y una azul, luego realizan el
ejercicio y verifican si se trata de la respuesta.

e El alumno ganador es aquel que complete 2 pares correctos.

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 7)

3.1.2. LIMITES UNILATERALES.

Introduccién de la clase:

Objetivo: Introducir el tema y crear en el estudiante la nocién de un limite
unilateral. Para ello solo utilizaremos la funciébn maximo entero.

Actividad 1: Se dibuja en la pizarra un cuadro como el siguiente:

Jugadores |12 |3|4|5|6|7|8|9|10|11 |12 | Llegada
#1
#2
#3
#4
#5
#6
#7

e El profesor reparte a cada alumno un ejercicio a manera de sorteo.

e Los alumnos resuelven dicho ejercicio (solo se propondran ejercicios con
respecto a la funcion maximo entero y que el resultado no sobrepase a 4).

e Los alumnos avanzan en el tablero segun el resultado obtenido.
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e Es el ganador, quien llega primero a la meta.
Actividad 2: Analicemos una factura.

e Se construye con los estudiantes una factura de consumo de agua.
e Se analiza los intervalos de consumo de agua con Sus cOstos
respectivamente.
e Por ejemplo:
F = 0.20x en el intervalo de 0 — 30m3
F = 0.30x en el intervalo de 30m3 — 100m3
e Se concluye haciendo diversas preguntas como:
¢ Cuanto pago si consumi 28m3?
¢ Cuanto cancelo si consumo 10m3?
¢ Qué sucede si se sobrepasa de 30m3 ?

Desarrollo de la clase:

Existen f unciones que tienen Asaltoso es deci
ello, el limite no existe en los puntos donde salta la grafica.

Tomaremos el ejemplode f x = x cuya gréfica es:

e Técnica: El profesor traza la grédficaeneliit abl er o ddgandlizanci one
conjuntamente con sus alumnos.

Como se ve, la grafica presenta saltos, ademas se habia analizado que el limite
no existia sin embargo es correcto escribir lo siguiente:

Cuando x se aproxima a c , en este caso a 2 por la derecha tenemos:
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Iim x =2
x—-2%

Cuando x se aproxima a c , en este caso a 2 por la izquierda tenemos:

lim x =1

xX—2~
En lo anterior, se puede observar que cuando nos aproximamos por la derecha
utilizamos el signo + y cuando nos aproximamos por la izquierda utilizamos el
signo —.

Por todo lo mencionado es evidente que existen limites unilaterales. Sin embargo
es necesario escribir la relacion que existe entre los limites y los limites
unilaterales.

e Técnica: Una vez realizada la grafica de la funcibn maximo entero, es
necesario que en tablero de funciones se coloque una liga; esto a su vez
ayudard para que los alumnos entiendan la aproximacion a cada numero.

Observe el grafico:

Sea a un punto de un intervalo y f una funcion definida en todo el intervalo
excepto posiblemente en a. Entonces:

limf(x) =L Siysolosi lim f(x) =Ly lim f(x) =L
x—-a x—-a x—>a
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Con este teorema podemos deducir que el limite solo existe si y solo si el limite
por la izquierda y por la derecha existen y son iguales.

e Técnica: Se puede resumir este teorema en una cartulina para pegarla en
el aula (recuerde que es mejor realizarlo con graficos) asi:

Si el limite es igual ya sea podirecha o por la izquierda, el limite existe

Si el limite es—, ya sea por la dere<: o porla izmael limite
existe

Para una mayor comprension de este teorema ilustraremos lo mencionado con el
siguiente ejemplo:

Ejemplo:
Sea f x == Calcular lim f(x), lim f(x) y limf(x)
x x—0~ x—0t x—0

e Técnica: El profesor pide a los alumnos que tracen la gréfica en el ftablero
de funcionesodel siguiente ejercicio (es necesarioque | os val ores de
los establezca el docente).

Se obtendra la siguiente gréfica con su respectivo grafo:

X x
fx ==
—0.30 f =030 =-1
—0.15 f =015 =-1
0 f 0 = No existe
0.15 015 =1
0.30 f£030 =1
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e Técnica: Una vez concluida la grafica en el tablero de funciones, se realiza
una lluvia de ideas (se recomienda utilizar un ordenador grafico con
cartulinas para que los alumnos pasen a exponer), el profesor debe inducir

a las siguientes conclusiones.
Alumno
Respuesta (compruebe
Profesor Pregunta 1 con su calculadora):

¢ Estadefiida |C=) No esta definida

cuando ?
! Alumno
Profesor L
Pregunta 2 Respuesta

Entonces y por lo tanto

- entonces:
! Alumno

Profesor L
Pregunta 3 Respuesta

Entonces y por lo tanto
entonces:

¢, Qué pasa si x es mayor que 0 es =>
decir o por la derecha?

¢, Qué pasa si x es menor que 0 es
decir 0 por la izquierda?

! Alumno
Profesor L Pregunta 4 Respuesta

SEl limite existe? El limite no existe porque los limites por la
’ == derecha y por la izquierda no son iguales,
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Evaluacion Informal: Actividad: i De s ¢c u b r e (Vér AneXor8a s e 0

e Se forman grupos de 5 estudiantes como maximo.
e EIl profesor previamente prepara un ejercicio de apertura del juego y
entrega a los grupos.
e Los grupos resuelven el ejercicio y a medida que terminen, se acercaran al
profesor para recibir una primera pista.
e La pista consiste en un fragmento de una gran frase, acompanado de un
nuevo ejercicio.
e Una vez que se haya resuelto el ejercicio accederan a una nueva pista con
Su respectivo ejercicio.
e El ganador es el grupo que tiene todos los fragmentos de la frase de tal
forma que esta tenga sentido. (Lafraseades cubr i r es: Nl [ 27
solo si los limites por la derechayporlaizqui er da son i gual esa

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 9)

3.1.3. ESTUDIO FORMAL DE LIMITES.

Introduccién de la clase:

Objetivo: Introducir el tema y conocer los valores proximos a un niamero.
Actividad:AiLa r ayao

e Esta actividad es al aire libre.

e Se forman grupos de 5 personas, y trazan sobre el patio una recta
numeérica con tiza. (la escala es al gusto del profesor)

e Se escoge un numero de referencia a eleccién del grupo.

e Los alumnos por turnos lanzan una ficha (fichas blancas en la fotografia)
luego miden con una regla la distancia desde el valor escogido hasta la
ficha.

¢ El alumno ganador es aquel que se acercé mas a los valores asignados.
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Desarrollo de la clase:

En los temas anteriores hemos dado una definicién informal de limite que fue
lim,_, f x = L cuando x estd muy proximo a a. Sin embargo cabe realizarse una
pregunta ¢Qué tan cerca esta x de a? Por ello, es necesario realizar una precision
enf q u e cetcadasta el valor.

e Técnica: Es necesario utilizar el tablero de funciones diferenciando con
diversos colores los valores de € y & que son los incrementos. es
imprescindible que cada una de las siguientes conclusiones se analicen
conjuntamente con el tablero para una mejor comprension del tema, asi:

Con respecto a esto se han de utilizar las letras del alfabeto griego para definir
incrementos muy pequefios.
Cuando el incremento es con respecto al eje "x", se nombra con la letra § y se
cumple lo siguiente:

0< x—c <6
Cuando el incremento es con respecto al eje "y", se nombra con la letra ¢ y se
cumple lo siguiente:

fx —L <¢
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Por ello el nuevo concepto de limite quedaria de la siguiente manera:
limf x =1L

X—C
Y para todo € > 0 existe un § > 0 tal que:
Si0< x—c <éd,entonces f x —L <e¢

Nota: Los valores de £ y & deben considerarse como valores muy
pequefios.

Ejemplo:
Comprobar que limx%% 3x—1 = % y demostrar que para todo € > 0 existe un
§>0

Primero se debe identificar los valores de a, L, f(x) correspondientes y son:
c=4 L==2 fx =23x—1
2 2
e Técnica: Es necesario realizar una grafica en el tablero de funciones para
una ayuda en el presente ejercicio. Se debe trabajar con los incrementos
nombrandolos con las letras € y § para construir las siguientes igualdades.
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Construimos las desigualdades en base al razonamiento y la observacion de
la grafica del tablero.

Para construir ladesigualdad 0 < x—c <&

Utilizamos el tablero de funciones con la gréfica de la fotografia; el valor de ¢ = 4
ademas a f x le corresponde un valor de x puede ser cualquier valor, entonces
como lo que queremos demostrar es que para todo 0 < § existe un 0 < & decimos
que si a "x" le restamos el valor de ¢ tenemos un valor que corresponde a § y es
mayor que O (lo podemos observar en la gréfica a pesar que esta un poco
exagerado) porlotanto: 0 < x—4 <6

Para construir ladesigualdad de fx —L <e¢

Tenemos que L = % yf(x)= % 3x —1 que son los datos del ejercicio. Como

podemos ver, la gréafica en el tablero de funciones nos muestra que el valor de ¢
corresponde a la resta de un punto cualquiera de la funcion f(x) menos el valor

. 11 , .
correspondiente de L = 5 En la fotografia es claro que el valor de ¢ existe y es

1 11
mayor que cero. Por lo tanto: 3 3x—1 — 5 <¢

Luego de armar las desigualdades con el debido razonamiento, primero
resolvemos la desigualdad de € para tener una idea de como elegir la §.

3 1 11<
X > £

2
3 1 11<
2* 7277 °F¢
3x—1—11<
5 &
3x—12<
5 &
3(x—4
4<2
X 38

Comparando con la primera desigualdad, se satisface la ecuacion con el valor de
11

2 . , 1
6 = -¢ey se cumple las condiciones por lo tanto el valor de lim,_,- 3x—1 =—
3 x4 5 2

es correcto.
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Evaluacion Informal: i P§8r ame | a manoo
e EIl profesor propone que cada alumno arme el siguiente cuadro en su
cuaderno:

Desigualdad con | Desigualdad con

Limites propuestos f) ¢ L respectoa « respectoa &

lim 5x —11 =4

xX—>3

lim 2x —4 = -8

X—>2

Iim x—1=2
x-5

lim 2x =2
xX—2
x?—25
lim =10
x5 x—15

e El docente escribe en la pizarra un primer ejercicio de limite, a lo que los
alumnos tienen que completar el cuadro.
e El primer alumno en terminar dice jParame la Mano!

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 10)

3.1.4. TEOREMAS DE LIMITES.

Introduccion de la clase:

Objetivo: Introducir el tema y recordar los términos utilizados en las clases
anteriores.

Actividad: fSopa de términoso

. N Palabras:
e Se tiene la siguiente sopa de letras: « Calculo
e Limites
M[E[N|[O[S[C[F|[T[Z[U[G|[D]|P]A *Varian
B|X|A|T|L|E|D|R|W|F|P]|K|S|H| *FEspeciicos
N{N|[O|L|1|S|P|E|[T|[S|1|X]|E]C " e
~ e Derecha
AlC|lAL|ClUIL]O|B|X | N|D|T]|E, Izquierda
| |Z|Q|U | IT[E|R[D[A[S[P|W]|I]|R ,guales
R{L|A|[B|[I|C|[Y|U[G|H|[S|A]|M]|E|.Menos
A|lFIN|/R|U|G|S|E|L|A|U|G]| I D| «Mas
VI E|S|P|E]|C]|I F | |C| O | S | L | C|eEpsion
e Delta
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e Con ayuda de sus apuntes los alumnos recurrirdn a buscar las palabras
gue completen los siguientes conceptos:

— En el se analiza la forma en que ciertas
cantidades cuando tienen valores

— ElI Célculo también se define como un estudio de :

— El limite si y solo si el limite por la y por la

son :

— El limite por la derecha se simboliza con el signo y por la
izquierda con el signo

— es el incremento con respecto ay

— es el incremento con respecto a x

Desarrollo de la clase:

Utilizando el tema anterior es complicado demostrar la existencia de limites. Por
ello, en este tema se emplearan los teoremas de limites que seran de gran ayuda.

En los siguientes teoremas se definird como funciones a f y g, como un namero
entero a n y una constante k con limites en c. Se explica con un ejemplo para
una mejor comprension de cada teorema.

e Técnica: Cuando se tiene un grupo de teoremas, es importante que se
realicen carteles con gréaficos y asociar los colores con cada teorema, luego
se colocan en el aula para entender cada ejercicio desarrollado; también
nos ay u dabler®de iicion@so

Teoremal
1) lim,,.k=k Cartel
Ejemplo: ? ?

. , Es un numeo cualquiera
e Encontrar el limite de lim,_,; 9 g

Por el teorema anterior tenemos que:
lim,,;9=9Yaquek=9
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En la gréfica, se nota una linea recta en el 9 y esa es la constante (cabe decir que
siempre sera 9):

Teorema 2 Cartel

2) lim,,.x=c ( 2

Funcion (x) Es un namero cualquier,

Ejemplo:
e Encontrar el limite de lim,,_¢ x

Por el teorema anterior tenemos que:

,,,,,,,, -
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...‘.Q‘..-Q.Q.I.‘ ¢ o

o OO eSO b
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Teorema 3
3) lim,_. kf(x) = klimf(x) Cartel
X—C
Es un nimero cualauiere Es una funcién cualauiera
Ejemplo:

e Encontrar el limite de 1im,,_,q 3(x*)

Por el teorema anterior tenemos que:
lin% 3(x*) = 311’r% x* =3(9)* =19683
X X

La grafica en el tablero de funciones es:

® © 0o ® 0 9 ® 0 @ o b

e® 00 0 000
e ® o 00 00 0 @

“l |

B epeocease e oy .Q..O’.‘.Q

o Ceisewe 03.30!.60‘“00‘.
¢ ¢ & ¢ 0 e & € oo ¢ o o0 & e s
5 6000 8500 E § 60 8 ¢C€6C 0
® e COeeEe OO ERY ¢ ©oe o &o e
® 6 ®9 v 6o e e e e ¢ 5 @668 ee e E
e 80 00099 08 o0 ¢« f ¢ e 08 €80 ¢
e 0 86 6806090 090 &6 ¢ 6 60 0 OGO EC S
S e e PO e oo €0 ¢ & O 68 o
9o e 0000 e o0V s VO HEC EPE S
® ¢ e o a b e o e ccoqottfuf'
® P Vo o s o6 e 0 8 ceotbooﬁ__ﬁ_g};
eeereaceocde ¢ &P ® OOE e

Recuerde: Como se observa, en los ejemplos las funciones son continuas, por
ello se reemplaza directamente el valor, cuando las funciones tienen una
restricciobn como en el caso de las funciones que tienen la variable independiente
en el denominador, se debe dar valores proximos a c.
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Teorema 4

4) limy,. f x +g(x) =}Ci_r>rgf x +¥_{ng x
Cartel

N

Son funciones cualquieras diferentes

Ejemplo:
e Encontrar el lim,_,s x + x°

Por el teorema anterior tenemos que:
lim x + x®©

x—-5

= limx + limx® = 5 + (5)® = 15 630
x—5 x—5

La grafica en el tablero de funciones seria:
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En este caso, estamos graficando las dos funciones por separado ya que se
pretende explicar el limite de cada una de ellas.
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Teoremab
5) lim,,,. f x —g(x) =limf x —limg x
X—C xX—C

Cartel

~ &

Son funciones cualquieras diferentes

Ejemplo:
e Encontrar el lim,_,, x3 — x?

Por el teorema anterior tenemos que:

lim x3 —x2 =limx3 —limx?2=(2)3—- 22=8-4=4
xX—2 x—2 x—2

La gréfica en el tablero de funciones seria:
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Teorema 6

6) lim,.. f x .g(x) =Li_r)réf X Ll_r)rég x

Cartel

~ &

Son funciones cualquieras diferentes

Ejemplo:
e Encontrar el lim,_,; x%.x7

Por el teorema anterior tenemos que:

Iim x2.x7 = limx2.1imx” = (1)2.(1)" =1
x-1 x-1 x—-1

La grafica seria:
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Teorema 7

7

o f) _ lm £ (x) ,
N M = im g Y2 QU limg x #0

Cartel

Son funciones
— cualquieras
diferentes

El limite de la funcién g(x) no puede ser cero

Ejemplo:

, 341
e Encontrar el lim,_; ’;?

Por el teorema anterior tenemos que:

¥4l mad+1 3341 28 14

B x+3 lmx+3 3 +3 6 3

x—-3

La grafica en el tablero de funciones seria:
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Teorema 8

n
8) lim f(x) "= limf (x)
Cartel

O% Es un

ndmero

\ cualquiera

Es una funcion
cualquiera

Ejemplo:

x%-x 2

x—1

Por el teorema anterior tenemos que:

2 2
[ XX X
m = 1llm

x-1 x—1 x-1 x—1

e Encontrar el lim,._,;

2
2 _x

. . . . 0 .
Si aplicamos directamente el teorema 7, tendriamos o+ or ello realizamos un caso
de factoreo contenido en el numerador:
2 2
x?—x x?—x x(x —1) 2

2
‘ — I - I — —(1)2 =
Ll_r)ri x—1 }CI_I;I} x—1 }Cl_r)r} x—1 }Cl_r)r%x (1) 1

Por lo tanto la grafica en el tablero de funciones es:

Vanessa Catherine Guaman Cuzco 89



UNIVERSIDAD DE CUENCA
Fundada en 1867

Teorema 9

9) lim,,." f(x)=" Ll_r}g f(x) ya que }f_r}}f(x) > 0 cuando n es par

Cartel

[ Es una funcién\

Es un numerentero cualquiera

_g—Cﬁ

Ellimite de una funcion es mayor que cer:
cuando es pat

- J

Ejemplo:
e Encontrar el lim,_, x?+9

Por el teorema anterior tenemos que:

lim x24+9= limx2+9)= limx2+1im9= (4)2+4+9= 16+9= 25=5
x—4 x—4 x—4

x—4

Por lo tanto la grafica en el tablero de funciones es:
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Evaluacion Informal: i Bi ngo de | 2 miteso

La actividad consiste en el tradicional juego del bingo aplicado a ejercicios
de teoremas de limites.(Ver Anexo 11)

El docente conjuntamente con sus estudiantes deciden si van a jugar tabla
llena o solo 5 en linea ya sea horizontal, vertical o diagonal.

El profesor entrega a los estudiantes las tablas de bingo. Estas tablas
contienen las respuestas tanto de teoria como de algunos ejercicios
propuestos.

Se sortea un numero (cada numero tiene un ejercicio asignado).

Se coloca un ejercicio 0 una pregunta en la pizarra y los alumnos resuelven
mencionado ejercicio o responden la pregunta en conjunto con el profesor.
Luego los estudiantes revisan en sus tablas si tienen la respuesta. En el
caso de tenerla, colocan una ficha.

El estudiante que tiene 5 aciertos o tabla llena (depende el acuerdo
primero) gana el juego.

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 12)

3.2.

DERIVADA

3.2.1. DEFINICION Y NOTACION DE DERIVADA

Introduccién de la clase:

Objetivo: Introducir el tema e inducir a que el estudiante conozca que la derivada
es un limite cuando x tiende a cero.

Actividad: Juego de Aproximaciones

Se debe formar grupos de tres estudiantes, cada grupo tendra el tablero
para el juego (Ver Anexo 13).

Una vez establecido el tablero, se debe contar con dos tetraedros de color
rojo y negro, (debidamente numerados del 1 al 4) y un dado de color azul
con los numeros del 1al 6 (Ver Anexo 13).

Se establece un convenio con los estudiantes:

El tetraedro de color negro sera el denominador.

El tetraedro de color rojo sera el numerador.

El dado de color azul ser& el que avance en el tablero.
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e Para el juego se procedera de la siguiente manera:
V Cada alumno es un jugador y lanza los tetraedros que formaran una

., . 1 . e s
fraccion. Por ejemplo > (No existiran valores mayores a 4)

V Luego, debera resolver el limite que se encuentra al principio del
tablero, de tal forma que el valor de x — sera la fraccion que se

obtuvo (en el ejemplo es x - % ).

V Si el estudiante lo realiza bien (podria preguntar al profesor), toma el
dado y avanza los espacios que muestre el dado.

V Se realiza esto por turnos hasta que el ganador sera la persona que
llegue primero a la meta.

Desarrollo de la clase:

Es muy importante enfatizar que la derivada es un limite cuando su incremento
tiende a cero.

Ademas de ser un limite, la derivada nos sirve en la aplicacion a diferentes
asignaturas que se vera en el tema de APLICACION DE LA DERIVADA. Sin
embargo, un concepto inicial de la derivada es que es la pendiente de la recta
tangente en un punto, asi como también la velocidad instantanea.

Para una mejor comprension del concept o , vamos a itableresder ar €
funcionesq una funcién cualquiera (por ejemplo: f x = x?), de inmediato se les
pide que dentro de la funcién escojan un punto cualquiera y marquen con una
sefal.

Luego, se debe dibujar varias rectas que pasen por el punto que escogieron. Se
encontraran que existen varias rectas que pasan en ese punto. Por ello, nace la
pregunta ¢, Cual es la recta tangente a dicho punto?

es s e p e s teve Vervacsecncss o
ee e e e de e oo cev e e v
RN N R R
Punto Ecog|do cseses oo - oo sno
ceececcp e o b e es e e .
Pasan varias rectas sP s ps e aee oaoloogo/:{
e e e ocoo‘oﬂn',t&.c’owﬁac
ees e -q.jco- otutcwd/.l.oto-
ee s pgocefbocsoefocsboecsunvees
O s o e/ec e -o/:oo-ooocc
e oo,’o--w‘-‘!o"otQOQOOQo
- . s el & o s 4 e p 9w e o o0 e e 4
© . .rln.o‘/s’oyoooooocoooo
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Se puede utilizar un organizador gréafico para deducir la informacion:

La funcién es:

J

El punto que escogi es:

!

¢Cuantas rectas pasan por
ese punto escogido?

J

¢Cémo saber cual es larecta
tangente y su valor en dicho punto

Para responder a la dUltima pregunta, se introduce una definicion como la
siguiente:

La derivada de una funcion, es otra funcién que:

fx= limf x+Ax —f(x)
Ax—0 Ax

Nota: La expresion f'(x) | e & primé de x0

Cabe recalcar que el limite debe existir. EI simbolo Ax es el incremento de la
funcion.

llustraremos esta definicion con un ejemplo para una mejor comprension:
Ejemplo 1:
e Sea f(x) =13x — 6. Encuentre f' 4

Por lo anterior, sabemos que x =4.Por cada f 4 =13(4)—6 y por cada
f4+Ax =13 4+ Ax —6.
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4 Técnica: Esto se lo puede colocar en una tarjeta en la pizarra con forro de
mica para cada ejercicio, ya que siempre se va a realizar el mismo
reemplazo en “x”. Asi:

Mientras se desarrolla el ejercicio, se mueve la tarjeta para una mejor
comprensiéon del reemplazo de x

2

,]Oo.ro« cadg X

v
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Por lo tanto tenemos:

fAa+Ax —f4  [134+Ax —6]—(13 4 —6)
m

fr) = Alalc—m Ax - Alalclllo Ax
4y = | 52+ 13Ax—6—-52+6
fi) = Jim Ax
4y = 1 13Ax
f()_mlcrllo Ax
o = fim1s
f'4 =13

Nota: De este ejercicio podemos deducir que si f'(c), siendo ¢ = constante
existe, entonces f es continua en ¢

Ejemplo 2:

. 1
e Sif«x =;encuentref’ X .

Vanessa Catherine Guaman Cuzco 95



UNIVERSIDAD DE CUENCA
Fundada en 1867

- PN
UNVERSIDAD DE Dﬁnci

Por lo anterior, sabemos que f x =§ y Por lo tanto f x+ Ax =x+1Ax

reemplazando en el concepto de la derivada tenemos:

1 1 x — (x + Ax) x —x — Ax) —Ax)
pen e XD x g x(x+Ax) . x(x+Ax) . x(x+ Ax)
fr) = Alalcr—r>10 Ax N Alalcrllo Ax N Alalcrllo Ax B AlalcTo Ax

, _ —Ax _ -1 _
frx T a0 Axx X+ Ax Avso x x+ Ax
, -1
fhx =27

Se puede hacer los llaveros de la derivada por ejemplo:

fx = limfx+Ax —f(x)
_Ax—>0 Ax

Recuerde:Debemos sumar el
incremento (Ax)

Nota: Es importante que se tenga claro cada proceso algebraico.
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En la siguiente clase se propone los teoremas para derivar. Estos teoremas
acortaran procesos y nos permitirdn calcular derivadas de una manera facil y
sencilla.

Cabe resumir las formas para la notacion de la derivada, estas son:

ey 2P _p
y'=fx =——=D)

Evaluacion Informal: Domind de la Derivada

El juego del domind, nos ayudara a evaluar de una manera alternativa los
contenidos de la clase. Su preparacion requiere de los siguientes pasos:

e El maestro debe crear las fichas de domind, que deben contener 7
ejercicios propuestos sin solucién. Recuerde que solo deben ser 7
ejercicios, ya que sus respuestas son correspondientes a los 7 nimeros
que tienen las fichas de domind incluido el cero (Ver Anexo 14)

e Se debe formar grupos de 4 estudiantes y entregar equitativamente las
fichas (se sugieren que sean 25), con una que debe restar.

e Una vez que los alumnos tengan las fichas se debe dar tiempo para que
los alumnos resuelvan los ejercicios que tienen marcados en sus fichas. Se
debe indicar que el éxito del juego estd en que cada uno debe resolver los
ejercicios sin mostrar al resto del grupo las respuestas. Por ello se debe
conseguir una concentracion total dentro de estos minutos.

e Cuando haya concluido el tiempo, se da inicio al juego.

e Se coloca la unica ficha que resto6 de la reparticion y en orden, los alumnos
de cada grupo colocan las fichas como corresponden, siendo el ganador el
jugador que ya no tenga fichas.

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 15)

3.2.2. REGLAS PARA DETERMINAR DERIVADAS.

Introduccion de la clase:

Objetivo: Introducir el tema y lograr que el estudiante domine la definicién de la
derivada en base al incremento Ax.

Caminos
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e Paraestaact i vi dad s eHopneelabeiintosd(Vér Anero 16).

e Se pide que los estudiantes formen grupos de 4.

e Se entrega aHomddalLaberintosd .| a

e Primero los estudiantes deben escoger un camino para la llegada (no se
puede pasar por un mismo camino 2 veces).

e Los estudiantes deben resolver las derivadas (con el incremento (Ax)) del
camino que escogieron y evaluar para un numero cualquiera (Ejemplo:
f’(2), esto lo designara el profesor)

e Gana la persona que encuentre el camino que sume mas puntos hasta
llegar al final.

Desarrollo de la clase:

Al igual que en el estudio de limites, la derivada tiene algunos teoremas que seran
de gran ayuda.

En los siguientes teoremas se definirh como funciones a f y g, como un numero
entero a n y una constante k. Se explica con un ejemplo para una mejor
comprension de cada teorema.

e Técnica: Cuando se tiene un grupo de teoremas, es importante realizar
carteles con gréficos y asociar los colores con cada teorema, luego se
colocan en el aula para entender cada ejercicio desarrollado.

Recuerde: En una clase en donde intervienen teoremas, es mejor utilizar diversos
colores de marcadores en la pizarra para diferenciar cada uno.

Teorema 1: Teorema de la funcién constante (k): si f x = k para cualquier x
esf'x =0
Cartel:

( O% Constante )

Entonces la derivada es:

. J

Ejemplo:
d ., 1
e Encontrar d—zde la funcion f x = -
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. 1
Por el teorema anterior tenemos que > es una constante y por lo tanto:

dy_

—=0
dx

Teorema 2: Teorema de la funcion identidad: si f x = x entonces f" x =1es

decir 2 _q
dx
Cartel:
(" O/ Funcién )
Lineal

Entonces lalerivada es:

\ J

Ejemplo:
d .,
o Encontrard—ide la funcidon f x =x
Como tenemos una funcion identidad que es f x = x entonces por lo tanto

tenemos que:
d
_,
dx
Teorema 3: Regla de potencias: si f x = x", donde n es un entero positivo,
tenemos f* x =nx"?!
Cartel:

( Numero entero \

Variable
independiente

Entonces la derivada es:

N\ /
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=
Ejemplo:

d .,
. Encontrard—z de la funcién f x = x®

Como se observa que es una potencia, sabiendo que n = 8, utilizamos la regla
anterior y por lo tanto:

dy 8—1 __ 7
E—Sx = 8x
dy
— = 8x”
dx X

Teorema 4. Regla del multiplo constante: si k es una constante y f es una
funcién que puede diferenciarse, entonces kf “x =k.f" x , es decir:

dy o dy
2 S =k f(x)

5 Funcion

Constante cualquier

Cartel:

Ejemplo:
e Encontrar f'(x) de la funcion f x = 12x°
Observando esta funcion, se puede deducir que es un multiplo constante por ello:

frx =12 f'(x%)

En f’(x°) tenemos una regla de potencia; aplicando el teorema 3 para n =75
tenemos:

f x =12. 5 x>"1 =60x*
f x =60x*

Teorema 5. Regla de la suma: si f y g son funciones diferenciables entonces:
ftg X)=fx +g ()
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Cartel:

v

Derivadas dé&unciores cualquiera

Ejemplo:
e Encontrar f'(x) de la funcién f x = 2x°® + 5x3

En la funcion anterior es claro que existe una suma y también una regla de
potencias con multiplo constante, aplicando los teoremas anteriores tenemos:
f x =2x°®+5x3
f x =f 2x® + g’ (5x3) ———— > Teorema s
fx =2f(x®) +5f (x3) ——> Teorema 4
f x =2.(6)x1+5.(3)x3! ——— > Teorema 3
f x =12x°+ 15x2

Teorema 6. Regla de la diferencia: si f y g son funciones diferenciables
entonces

f-9 x =fx —g'(x)

Cartel:

Vo

Derivadas déunciores cualquiera

Ejemplo:
e Encontrar y” de la funcién y = 9x% — 7x°

En la funcion anterior es claro que existe una diferencia y también una regla de
potencias con multiplo constante, aplicando los teoremas anteriores tenemos:
y = 9x12 — 7x°
y =f 9x12 — g’(7x%) —————Sfeorema 6
y =9f () + 7 (x%) ——Feorema 4
y =9.(12)x127 1 +7.(9)x%1 ——  Feorema 3
y = 108x! + 63x8

Teorema 7.Regla del producto: si f y g son funciones diferenciables entonces:
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f.g x =fx.gx +gx.f(x)

Cartel:

Funcioncualauiera %, ;

Derivadas déunciores cualquiera

Ejemplo:
e Encontrar y’ de la funcién y = (3x2 — 5)(2x* — x)
y = (3x% = 5)(2x* — x)
y = (3x%-=5).g 2x*—x + (2x*—x).f'(3x* —=5) —> Teorema 7
y = (3x2-=5). g 2x")—g'(x) + (2x*—x). f'(3x*) - f(5) —> Teorema
6

y = 3x?-5.8x3—-1 + 2x*—x .(6x—0) ——> Teoremas 1, 2, 3, 4.
Realizando las operaciones pertinentes tenemos:
y = 24x5 — 3x? — 40x3 + 5 + 12x° — 6x?

y =36x>—40x3 —9x%2+5

Teorema 8.Regla del cociente: si f y g son funciones diferenciables y g # 0
entonces:

fo,_9xfx-fxg(
g 9% (x)

f_mm\
[ 7

Funcioncualquiera

\ Derivadas dé&unciores cualquiera J
Ejemplo:
e Encontrar la derivada de la funcion y = j’;;

Como es un cociente, tenemos que aplicar el teorema 8. Sin embargo es
necesario que se apliquen los teoremas antes vistos, por lo tanto tenemos:
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_3x—5
Yoz ¥7

Entonces: f(x) = Bx—-5)y gx =x%+7

2+7)f 3x—5 — 3x-5 g (x%+7
y' = (x+7)F” 3x XS IEH) ——> Teorema 8
(x2+7)2

247 3— 3x-5 .2
y'= al al = —> Teoremas 1,2, 3, 4.
(x2+7)2

,  —3x%2+10x +21
Y ST )2

También existen teoremas para determinar las derivadas de las funciones
trigonométricas que las veremos en la siguiente clase.

Evaluacion Informal: fRompecabezas de la Derivadao

e Para esta actividad, es importante definir si se trabajard en grupos o
individualmente.

e Se trata de armar el rompecabezas de la forma tradicional (Ver Anexo 17)

e Cada una de las piezas del rompecabezas contiene ejercicios con los
colores de los carteles y para poder armarlo se debe resolver en base a los
teoremas vistos, de tal manera que las piezas coincidan con las
respuestas.

e Es mejor que las piezas sean de forma cuadrada para que coincidan en
todos los espacios y de esta forma los estudiantes deban resolver todos los
ejercicios propuestos.

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 18)

3.2.3. DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Introduccion de la clase:

Objetivo: Introducir el tema y recordar al estudiante las graficas de funciones
trigonométricas asi como sus diversas caracteristicas.

Desarrollo de la actividad:

e Se necesitara e | Tabfero de uso multiple 16(Ver Anexo 19).
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e El profesor completara el primer espacio con la gréfica de la funcién seno
incluyendo sus caracteristicas; luego pedird a sus alumnos que completen
el resto de espacios con las seis funciones trigonométricas. Para esto
pueden ayudarse de la bibliografia adecuada.

Desarrollo de la clase:

Se exponen a continuacién los teoremas para determinar la derivada de las
funciones.

Trigonométricas, se explica con un ejemplo para una mejor compresion de cada
teorema:

Teorema 1.Derivadas de Seno y Coseno: Las funciones f x =senxy g x =
cos x son diferenciables y por tanto:

D senx = cosx D cos x = —senx
e Técnica:Con | a a ylabtra dedusol mulfiple 20se puede hacer un
juego de pares con las derivadas de cada funcién esto puede ser a lo largo
de la clase:
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A Encontrar f'(x) de la funciéon f x = 3senx — 2cos x
f'x =3f" senx —2f'(cos x)
f'" x =3(cos x) — 2(—sen x)
f'"x =3cos x+2senx

Teorema 2.Derivadas de Tangente y Cotangente: Las funciones f x =tanxy
g x = cot x son diferenciables por tanto:
D tanx = sec’x D cot x = —csc?x

Ejemplo:
e Encontrar f'(x) de lafuncion f x = tanx

Se podria aplicar directamente el teorema, sin embargo lo comprobaremos

sustituyendo la identidad trigonométrica tan(x) = S;’:;‘ entonces:
f( ) sen x
X) =
CcoS X

£ cos x. f'(sen x) — sen x.g'(cos x)
x =

cosx 2
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_ COS X.COS X — sen x.(—sen x)

frx =

cosx 2
fx = cos?’x + sen’x
cos?x
Sabiendo que cos?x + sen?x = 1 tenemos:
flx = ! _ sec? x
cos?x

Teorema 3.Derivadas de Secante y Cosecante: Las funciones f x =sec x y
g x = csc x son diferenciables por tanto:
D sec x =sec x.tan x D csc x = —csc x.cot x

Ejemplo:
e Encontrar f'(x) de lafuncion f x = secx
Se podria aplicar directamente el teorema, sin embargo lo comprobaremos
sustituyendo la identidad trigonométrica sec x = ﬁ entonces:
1
coS X

secx =
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_cos x.f'(1) — 1. g'(cos x)

fhx

cos x 2
frx = 0—1.(—senx)
cosx 2
£ senx
X =——
cosx 2

Descomponemos el denominador en una multiplicacion y tenemos:

sen x 1

fhx

"~ cos x cos x

Sabiendo que tan(x) = zzﬂ

1 s
y sec = —— sustituimos y tenemos:
S X Cos X

f' x =tan x.sec x
Queda comprobado.

T N R

Evaluacion Informal: A 4 Cr ece §8r bol crecel! o

Desarrollo de la Actividad:
e Se debe formar parejas de alumnos.
e Es necesario entregar las hojas y tallos para el arbol. (Ver Anexo 20)
e Todas las parejas deberan tener una moneda y en base a esta se hacen
los siguientes acuerdos:
V La cara indica que el arbol crece y el jugador puede escoger entre
una hoja o un tallo para agrandar su arbol.
V En cada hoja o tallo hay 1 ejercicio que debera resolver, si lo hace
correctamente accede a lanzar la moneda, caso contario no podra
lanzar la moneda.
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V El sello indica que no podra tomar ninguna parte del arbol y perdera
un turno.
e El arbol ganador es aquel que tenga tres ramas y en cada rama tres hojas
(en total 9 hojas y 3 ramas).

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 21)

3.2.4. REGLA DE LA CADENA

Introduccién de la clase:

Objetivo: Introducir el tema y crear interés en el estudiante por el tema de la regla
de la cadena.

Actividad: i Ar ma | a Cadenabo

e Esta actividad debe realizarse de forma individual.

e Para ello se necesitara los eslabones de esta actividad. (Ver Anexo 22)

e Los alumnos resuelven las derivadas de los eslabones y van formando la
cadena.

e Gana el estudiante que forme primero la cadena.

Desarrollo de la clase:

Supongamos que se desearia encontrar la derivada de f x = (2x? — 4x + 1)°°,
probablemente deberiamos colocar 60 factores y aplicar varios teoremas para
encontrarla.

Por lo antes expuesto es importante conocer la Regla de la Cadena para facilitar
los ejercicios. Su definicion seria:

feg x =f gx .g'(x)

En otra notacion:
dy dy du
dx ~ du dx

Para entender mejor en lo que consiste la regla de la cadena, desarrollaremos el
ejemplo propuesto:

Ejemplo 1
e Encontrar la derivada de f x = (2x% —4x + 1)%°
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Técnica: Par a i lustrar cada e | MAquina deé la , ut
Derivadao que nos ayudara a conocer el orden para resolver los diversos
ejercicios en la aplicacion de la regla de la cadena (Ver Anexo 23):

Para utilizar la fiMaquina de la Derivadag tenemos que empezar desde abajo.
En la primera planta colocamos la funcién (se deber& escribir en una tarjeta):

Utilizaremos la letra u para llamar a la funcién, u = 2x? — 4x + 1 entonces:
y=u® y u=2x?-4x+1

En la siguiente planta colocamos la funciéon que vamos a intercambiar por u asi:

Se utiliza los mismos teoremas de las derivadas por lo tanto:
d da
2 = 60us? y Z—4x—4
du dx

En la tercera planta de la maquina de la derivada, se coloca las derivadas de cada
una:
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dy dy du
dx ~ du dx

D — 60u59. 4x — 4
dx

En el 4 piso se unifican las derivadas en la regla de la cadena:

Sustituyendo u = 2x? — 4x + 1 tenemos:

Al final sustituimos u, entonces tenemos:

y' = % = 60(2x% — 4x + 1)5%.(4x — 4)

Al final la Maquina de la Derivada queda de la siguiente manera:
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Esta regla también es aplicable a las funciones trigpnométricas. Por ejemplo en la
funcion y = cos (3x2)

Recuerde : Se puede usar la Maquina de la Derivada para todos los ejercicios, ya
gue tiene forros de mica para el uso de tarjetas que se aplican a varios ejemplos.

Evaluacion Informal: Quiero salir de aquio

Desarrollo de la actividad:

e El profesor pide a sus alumnos formar parejas

e Se necesitara un tablero, fichas y un dado (en las caras del dado debe
estar 1i, 2i, 3i, 1d, 2d, 3d). (Ver Anexo 24)

e Para comenzar, se sitian las dos fichas en la casilla SALIDA.

e Se lanza el dado y se mueven los espacios que indique ya sea derecha o
izquierda.
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Para acceder a su proximo turno, el alumno debera resolver el ejercicio que
le toco en cada casilla.
Gana la persona que salga primero del tablero.

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 25)

3.2.5. DETERMINACION DE MAXIMOS Y MINIMOS.

Introduccion de la clase:

Objetivo: Introducir el tema y lograr que el estudiante identifique la presencia y
caracteristicas de los maximos y minimos.

Actividad: flLa Caja Preguntonao

Se puede formar grupos de 3 estudiantes.

Con la ayuda del A Ta b | e ruon cd ® Insegsupos grafican la funcién
fx =6x3—2x

En base a esto, se realizan preguntas que ayuden a identificar los maximos
y minimos existentes. Las preguntas pueden ser:

¢En qué punto de la gréfica esta funcién cambia de direccién?

¢ Tiene esta funcién un valor maximo? Sefialelo en su gréfica.

¢ Tiene esta funcién un valor minimo? Sefélelo en su gréfica.

Si f tiene un valor maximo ¢ Cémo cree que podria encontrarlo?

¢,Cuando se deriva, que es lo que representa la nueva funcion encontrada?
Cada pregunta esta en una tarjeta y estas se encuentran en una caja
denominada fLaCajaPr egunt onao

El docente toma al azar una tarjeta de esta caja y propone la pregunta.
(Ver Anexo 26)

Por cada pregunta contestada, los grupos se acreditan puntos, depende de
gue tan cerca estén de la respuesta; recuerde que los alumnos no conocen
aun el tema.

Gana el grupo que tiene mas puntos.

Desarrollo de la clase:

V Técnica: En base a las respuestas se puede realizar una lluvia de ideas y

ver que opiniones se presentaron para luego ir conjuntamente
construyendo lo que verdaderamente es un maximo o un minimo.
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Se dice que cuando f es continua en un intervalo cerrado a,b, entonces f
puede tener un valor maximo 6 un minimo alli.

Introducimos el concepto del punto critico.

Cualquier punto del dominio de una funcibn f ya sea puntos frontera o
estacionarios se denomina puntos criticos.

V Técnica: Se pide que los alumnos realicen las siguientes graficas en el
tablero de funciones para entender mejor el tema:

Por ello, si f esta definida en un intervalo que contiene un punto ¢, f(c) es un
valor extremo y por lo tanto ¢ es un punto critico.

_ Sea un punto frontera.
_Sea un punto estacionariode f(f' ¢ =0)

Ejemplo 1:

ran . 1
e Encuentre los puntos criticos de f x = —2x3 + 3x? en el intervalo —3,2

Observando el intervalo podemos deducir que los puntos frontera son — % y2

Técnica: Para ilustrar que son los puntos frontera; utilizaremos un carton, es
preferible que sea pequefio pues sera facil de guardar para los estudiantes.
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Se debe realizar un bosquejo de la funcion y colocar los puntos frontera para que
coincidan con el ancho de la caja; esto ayudara para demostrar que los puntos
frontera definen la parte de la grafica a evaluar.

La siguiente foto muestra el desarrollo de lo anterior mencionado.

Para encontrar otros puntos criticos nos basamos en f(f' ¢ = 0)

Y por lo tanto:
f x =—-2x3+3x?
f'x =—-6x%+6x
Igualamos a 0 y tenemos:

—6x2+6x=0
—-6xx—1 =0
x=0
x=1

Por lo tanto los puntos criticos son: — % 2,0,1

Como ya conocemos lo que significa un punto critico, ahora es tiempo de saber
cuales son los maximos y minimos de una funcion.

Valor méximo y Valor minimo
Para encontrar los valores maximos y minimos en un intervalo cerrado de una

funcion continua se procede de la siguiente manera:

1. Encuentre los puntos criticos de f en el intervalo cerrado.
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2. Reemplace cada uno de estos puntos en la funcion f. El mayor valor sera
el maximo, y el menor valor seré el minimo.

Ejemplo 2:
e Encuentre los valores del maximo y minimo de f x = —2x3+ 3x2 en el

. 1
intervalo -5 2

En base a la misma caja de puntos, podemos ilustrar los maximos y minimos que
son los puntos donde cambian las curvaturas.

Pasol: A Encontr armr 2ltdsx opwnt os
, . . .. . sor 1
Como ya habiamos visto en el ejercicio anterior, los puntos criticos eran — = 2,0,1.

Recuerde: Se debe explicar a los alumnos lo siguiente:

_Se deriva porque asi encontramos la recta tangente.

_ Seiguala a cero, porque en un maximo o minimo la recta tangente es horizontal
y por lo tanto su pendiente es cero.

Paso 2: A E vfaphraiGada uno de estos puntoso
Encontramos f(— %) y tenemos:

Encontramos f(2) y tenemos:
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f x =—-2x3+ 3x?
f2=-223%3+3272
fx =—-4
Encontramos f(0) y tenemos:
f x =—-2x3+ 3x?
f0=-203%3+30?2
f0 =0

Encontramos f(1) y tenemos:
f x =—2x3+ 3x?
f1=-213%3+3172
f1=1

- . 1
Como podemos observar el valor maximo es 1 obtenidos tanto con —> como
con 1; el valor minimo es —4 obtenido con 2

Evaluacion Informal: iCompro lo que puedoo

e Esta actividad se puede realizar en parejas o individualmente.

e Se necesitaran los billetes del juego. (Ver Anexo 27)

e Se coloca una ATiendao y el profesor
existe un ejercicio.

e Eldocente dar 8 wuna orden por ejempl o A
val or compre un objeto que | e alcancec¢
m2ni mo compre un objeto que | e alcancecd

e Los alumnos resuelven el ejercicio y van a la tienda a comprar, el docente
debe revisar si la respuesta es correcta.

Evaluacion Formal: (Ver Anexo 28)

3.3. APLICACION DE LA DERIVADA.

3.3.1. MAXIMOS Y MINIMOS APLICADOS A PROBLEMAS.

Antes se habia mencionado que la aplicacion de la derivada también se extendia
a problemas préacticos de voliumenes, economia, etc. Al ser la aplicacion muy
extensa, se presenta una pequefia guia para resolver mencionados ejercicios con
|l a ayuda delerprveegr. a ntadosf@gBmplas masarrollados que se
extienden para todos los ejercicios practicos con la ayuda de este software.

Desarrollo de la clase:
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Ejemplo 1:

1) Se desea construir una caja rectangular con una pieza de carton de 24

pulgadas de largo por 9 de ancho, cortando cuadrados idénticos en las
cuatro esquinas y doblando los lados como se muestra en la figura.
Encuentre las dimensiones de la caja de maximo volumen. ¢,Cual es ese
volumen?

N
N
N

Vv

Paso 1: Identificar las variables:

En este ejercicio las variables son el ancho, el largo y la altura.

Paso 2: Expresar una ecuacion de manera que solo dependa de una variable:

El ancho se puede escribir como a = 24 — 2x (ya que son 2 partes de "x"
gue se cortaran para obtener la caja).

El largo se puede escribir como b = 9 — 2x (ya que son 2 partes con valor x
que se cortaran )

Y la altura que es x, pues sera el alto de la caja. Vea la fotografia.
Formando la ecuacion del volumen con la formula V = a X b X h tenemos:
V =(24-2x)(9 —2x)x

Simplificando la expresion mediante proceso algebraico obtenemos
V = 216x — 66x? + 4x3

Recuerde: Podemos hacer que los alumnos tomen una hoja de su cuaderno y
construyan la mencionada caja.
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Paso 3: Determinar el conjunto de valores posibles de la variable en forma de

intervalo:
e Es obvio que el tamafio de la variable "x" no puede ser menor que 0 ni
mayor que 4.5 (el 4.5 corresponde a la mitad de 9 y si fuera mayor no
tendriamos cémo cortar el cartén). Por lo tanto el intervalo es: x = 0,4.5

Paso 4: Encontrar los puntos criticos:
e Para este caso nos agmuda el software AL

Una vez instalado el software, damos click en el icono del programa:

D
Luego se abriralavent ana del programd gebe ae | | amar &
E\|E Edit Insert Auther Simplify Solve Calculus Options Window Help
D& i) [ T e B + k| &
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