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Resumen

Los sistemas de geolocalización han mejorado en precisión gracias a avances tecnológicos,

reduciendo costos y ampliando aplicaciones. Dispositivos RTK son altamente precisos y útiles

en estudios topográficos, confiables en la recepción de señales GNSS. Para disminuir cos-

tos, se probaron dispositivos RTL-SDR como receptores GNSS en un sistema de bajo costo

configurado como un rover conectado a una estación base mediante el protocolo RTCM para

correcciones diferenciales. Se realizaron mediciones en ocho puntos de referencia en Cuenca,

comparando la precisión de las señales procesadas bajo tres condiciones: sin corrección, con

corrección usando una estación base externa, y con corrección usando una estación base lo-

cal. Los resultadosmostraron que la estación base local mejoró la precisión y exactitud, aunque

en entornos con alta interferencia las correcciones no siempre fueron exactas. Las mediciones

sin corrección mostraron mayor dispersión, pero un promedio más exacto. Un sistema GNSS

basado en SDR de bajo costo es viable para aplicaciones de precisión moderada, recomen-

dando el uso de la estación base local para mayor precisión o sin corrección en entornos con

alta interferencia.

Palabras clave de autor: geolocalización, correcciones de posicionamiento, softwa-

re de bajo costo, navegación por satélite, tiempo real, estación base, recepción de señales

satélites
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Abstract

Geolocation systems have improved in accuracy thanks to technological advancements, redu-

cing costs and expanding applications. RTK devices are highly accurate and useful in topo-

graphic surveys, reliable in receiving GNSS signals. To lower costs, RTL-SDR devices were

tested as GNSS receivers in a low-cost system configured as a rover connected to a base

station using the RTCM protocol for differential corrections. Measurements were taken at eight

reference points in Cuenca, comparing the accuracy of the processed signals under three con-

ditions: without correction, with correction using an external base station, and with correction

using a local base station. The results showed that the local base station improved accuracy,

although in high-interference environments, the corrections were not always precise. Measure-

ments without correction showed greater dispersion but a more accurate average. A low-cost

SDR-based GNSS system is viable for moderate precision applications, with the local base

station recommended for greater accuracy or no correction in high-interference environments.

Author keywords: Geolocation, positioning corrections, low-cost software, satellite na-

vigation, real-time, base station, satellite signal reception
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1.1. Introducción

En la actualidad, los sistemas Global Navigation Satellite System, en español: Sistema Global

de Navegación por satélite (GNSS) se han convertido en herramientas necesarias para varias

aplicaciones, desde la navegación personal hasta usos más complejos como la topografía y la

agricultura de precisión. Dentro de este campo, la tecnología Real Time Kinematic, en español:

Cinemática en Tiempo Real (RTK) destaca por ofrecer una precisión de posicionamiento del

orden de centímetros, siendo un parámetro importante considerado en aplicaciones que re-

quieren alta exactitud geoespacial. Sin embargo, la amplia adopción de sistemas GNSS-RTK

ha sido limitada por su elevado costo y complejidad en su operatividad.

Esta tesis aborda esta problemática proponiendo la implementación de un sistema GNSS-

RTK, que se basa en el uso de receptores Digital Video Broadcasting ï Terrestrial, en español:

Difusión de Video Digital - Terrestre (DVB-T) USB y tecnologías de Sofware Defined Radio,

en español: Software Definido por Radio (SDR) de bajo costo. Este enfoque busca reducir

los costos de implementación, mejorar la accesibilidad, eficiencia energética y la flexibilidad

operativa. Mediante la adopción de software libre y estándares abiertos, el proyecto promueve

una implementación colaborativa, con visión a superar las barreras económicas y técnicas que

han restringido el uso de estas tecnologías avanzadas de posicionamiento.

Con ello, la investigación propone no solo una solución técnica viable y económica para la

implementación de sistemas GNSS-RTK, sino también una plataforma para la innovación y el

desarrollo de nuevas aplicaciones, potenciando el impacto y la utilidad de la geolocalización en

diversas disciplinas y sectores. Este trabajo es un paso importante para hacer más accesible

la tecnología GNSS-RTK.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Desarrollar y evaluar un sistema de recepción de señales GNSS basado en SDR de bajo costo,

que se configurará como un rover conectado a una estación base a través de un servidor,

usando el protocolo Radio Technical Commission for Maritime Services, en español: Comisión

Técnica de Radio para Servicios Marítimos (RTCM).
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1.2.2. Objetivos específicos

Implementar la recepción de señales GNSS en la banda L1 usando el hardware SDR de

bajo costo y una antena GNSS.

Implementar la demodulación y decodificación de las señales capturadas por SDR de

bajo costo, de un sistema dé GNSS.

Realizar pruebas para evaluar la precisión y el rendimiento del sistema de recepción

GNSS en entornos geográficos y compararlos como mínimo un equipo más preciso.

Configurar el sistema SDR como un rover RTK que se conectará a una estación base

mediante un servidor, garantizando la transferencia de datos de corrección en tiempo

real.

1.3. Alcance

Este trabajo de titulación se centrará en la captura de señales en la banda L1 utilizando hard-

ware SDR de bajo costo. Se realizarán mediciones aplicando técnicas de corrección diferencial

utilizando estaciones bases de referencia, con el objetivo de comparar los errores de posicio-

namiento de las coordenadas finales obtenidas.

La metodología de la investigación constará de los siguientes pasos:

Investigar sobre las señales GNSS, su funcionamiento, las diferentes constelaciones,

principios de transmisión y recepción de señales desde los satélites.

Seleccionar coordenadas de referencia en diferentes sectores de la ciudad de Cuenca,

tomadas de monografías de puntos de control geodésico proporcionada por la alcaldía

de Cuenca, con equipos de alta precisión.

Capturar datos GNSS en las coordenadas seleccionadas usando hardware SDR, proce-

sarlos usando software libre especializado para aplicar correcciones diferenciales utili-

zando estaciones bases de referencia local y externa.

Estimar el error entre las coordenadas obtenidas sin utilizar una estación base para la

corrección y las coordenadas obtenidas utilizando estaciones base para la corrección

mediante RTKLIB, en comparación con las coordenadas de referencia.

A partir de este trabajo se espera obtener una evaluación de la presión de las mediciones
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GNSS bajo diferentes condiciones de corrección diferencial. Los resultados proporcionarán

información sobre la factibilidad de utilizar equipos SDR de bajo costo para aplicaciones de

precisión, con respecto a los equipos existen en el mercado de alta gama y costo elevado.

1.4. Justificación

La propuesta de implementar y evaluar un sistema GNSS - RTK mediante receptores DVB-T

USB y SDR, su bajo costo se justifica porque facilita el acceso a la geolocalización, mantenien-

do buenos resultados a un precio asequible. Al aprovechar la flexibilidad y reconfigurabilidad

de los sistemas SDR, permite adaptarse a necesidades sin grandes inversiones en hardwa-

re. Además, enfocarse en la eficiencia energética es importante para dispositivos móviles y

sensores IoT, extendiendo su autonomía. El uso de software libre fomenta un desarrollo cola-

borativo de gran impacto en la evolución tecnológica. Por tanto, esta iniciativa no solo promete

hacer la tecnología GNSS-RTK accesible a una audiencia más amplia por su bajo costo, sino

que también impulsa avances en precisión y sostenibilidad, ajustándose con las necesidades

actuales de movilidad, eficiencia y colaboración en la tecnología de geoposicionamiento.

1.5. Antecedentes del proyecto

El sistema GNSS comprende sistemas de geolocalización en todo el mundo, utilizado en apli-

caciones de la actualidad. Los sistemas GNSS incluyen el sistema Global Positioning System,

en español: Sistema de Posicionamiento Global (GPS), con 32 satélites GPS: The Global Po-

sitioning System 2024, el sistema ruso GLONASS, que opera con 24 satélites ʇʨʠʢʣʘʜʥʦʡ

ʧʦʪʨʝʙʠʪʝʣʴʩʢʠʡ ʮʝʥʪʨ ɻʃʆʅɸʉʉ 2024, el sistema europeo GALILEO, con 28 satélites

Constellation Information | European GNSS Service Centre 2024, y el sistema chino BeiDou

Navigation Satellite System (BSD), con 30 satélites en órbita Office 2024. A lo largo de 20

años, el sistema GPS ha contribuido el proceso de modernización para mejorar la precisión y

habilitar su uso en entornos interiores y urbanos Borre y Kudryavtsev 2015.

En años recientes, se han desarrollado dispositivos de radiofrecuencia (RF) capaces de acon-

dicionar y digitalizar señales en la banda UHF, que incluye servicios como telefonía móvil,

televisión digital y sistemas de posicionamiento, como GPS o Galileo Ulversoy 2010. Esto ha

impulsado la reducción de costos y la disponibilidad generalizada de dispositivos RF gracias

a la tecnología de los SDR, que permite la reconfiguración flexible a través de software para
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diversas aplicaciones, incluyendo la instrumentación y medición Méndez, Cortes y Díaz 2016.

Existe un sensor de señales GNSS que utiliza dispositivos RF de bajo costo y combina con la

nube para el procesamiento de señales, ofreciendo una eficiencia energética y nuevas aplica-

ciones en la nube Vandenbroucke Priego 2017.

A pesar de que la tecnología SDR no ha logrado una adopciónmasiva debido a sus altos costos

y a la necesidad de un software propio, lo que limita su uso libre, han surgido alternativas más

accesibles, como los dispositivos Realtek Software Defined Radio, en español: Radio Definida

por Software Realtek (RTL-SDR), permiten un acceso más amplio y mayor flexibilidad en el

desarrollo de aplicaciones Gáñez Fernández et al. 2020. Sin embargo, es importante tener

en cuenta que estos dispositivos suelen tener capacidades de procesamiento inferiores en

comparación con soluciones más costosas.

Un sistema GNSS basado en SDR utiliza un dispositivo USB dongle, diseñado originalmente

para DVB-T, modificado para recibir señales GNSS Aswathi, Gandhiraj y Soman 2015. Es-

te dispositivo opera en las bandas de frecuencia L1 (1575,42 MHz), L2 (1227,60 MHz) y L5

(1176,45 MHz), y trabaja en conjunto con una antena GNSS especializada para capturar se-

ñales de satélites Guillán-Lorenzo y Díaz-Otero 2013. El software GNSS-SDR se ejecuta en

una computadora conectada al RTL-SDR. Este software realiza funciones, como la adquisi-

ción de señales, el seguimiento de múltiples satélites, la decodificación de señales y cálculos

matemáticos para determinar la posición del receptor a través de la trilateración Bartolucci et

al. 2016. Los resultados de posicionamiento y datos de navegación se visualizan en mapas

Fernández-Prades 2024. La precisión del sistema depende de la calidad de la antena GNSS,

la calibración del hardware y software, así como la capacidad del sistema para mantener un

seguimiento constante de los satélites y corregir errores en tiempo real, atmosféricos y de reloj

Puga 2015.
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2.1. Marco Teórico

En este capítulo, se presentan de manera detallada los conceptos fundamentales de los dis-

positivos y conceptos empleados en la implementación de este proyecto. Su comprensión es

necesaria para contextualizar y entender los resultados obtenidos.

2.2. Sistema global de navegación por satélite

Es el conjunto de navegación por satélite, en este se presentan varios de los satélites distri-

buidos por todo el mundo los cuales triangulan la información para obtener la posición, este

sistema está conformado por 4 distintos sistemas de posicionamiento los cuales son:

GPS de E.E.U.U

GLONASS Ruso

Galileo Europeo

Bei Du Chino

Estos sistemas conforman un conjunto de constelaciones de satélites que proporcionan seña-

les de posicionamiento y navegación a receptores ubicados en cualquier parte del mundo. Los

sistemas GNSS permiten determinar con precisión la posición, la velocidad y el tiempo de un

objeto o usuario, usado para diferentes aplicaciones de rutas y estudios topográficos Hegarty

y Chatre 2008.

La cobertura global utilizando sistemas GNSS se logra mediante constelaciones de aproxi-

madamente 24 a 27 satélites, situados en diferentes planos orbitales (3 o 6), elípticos, con

inclinaciones respecto al plano ecuatorial de entre 55º y 65º, y a una altura que varía entre

19,100 y 28,000 kilómetros (órbitas MEO), lo que resulta en períodos orbitales de aproxima-

damente 12 horas.

2.2.1. Códigos PNR

Los códigos Pseudo-Random Noise, en español: Ruido Pseudoaleatorio (PRN) son identifica-

dores únicos que distinguen a cada satélite mediante la técnica de acceso al medio conocido

como CDMA. Estos códigos pueden ser civiles o militares y están diseñados para tener una
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�S�H�R �\ �O�D �X�E�L�F�D�F�L�y�Q �S�U�H�F�L�V�D �G�H �S�X�Q�W�R�V�� �O�R�V �G�D�W�R�V �G�H�E�H�Q �S�D�V�D�U �S�R�U �X�Q �S�R�V�S�U�R�F�H�V�R �H�Q �W�L�H�P�S�R �U�H�D�O

�6�D�Q�W�H�F�F�K�L�D �\ �6�S�D�Q�������� �� �8�Q �V�L�V�W�H�P�D �5�7�. �H�V�W�i �F�R�P�S�X�H�V�W�R �S�R�U �X�Q�D �H�V�W�D�F�L�y�Q �P�y�Y�L�O �\ �X�Q�D �H�V�W�D��

�F�L�y�Q �G�H �U�H�I�H�U�H�Q�F�L�D �V�L�W�X�D�G�D�V �H�Q �O�D �P�L�V�P�D �i�U�H�D�� �F�R�Q�H�F�W�D�G�D�V �P�H�G�L�D�Q�W�H �X�Q �H�Q�O�D�F�H �G�H �F�R�P�X�Q�L�F�D�F�L�y�Q

�S�D�U�D �H�O �L�Q�W�H�U�F�D�P�E�L�R �G�H �G�D�W�R�V ���Y�H�U �I�L�J�X�U�D�������� �%�i�U�W�D�������� �� �'�X�U�D�Q�W�H �O�D �U�H�F�H�S�F�L�y�Q �G�H �O�D �V�H�x�D�O �V�D�W�H��

�O�L�W�D�O�� �H�O �U�H�F�H�S�W�R�U �G�H �O�D �H�V�W�D�F�L�y�Q �P�y�Y�L�O �R�E�W�L�H�Q�H �G�D�W�R�V �G�H �R�E�V�H�U�Y�D�F�L�y�Q �F�R�P�R �S�V�H�X�G�R�D�O�F�D�Q�F�H�� �I�D�V�H

�\ �G�D�W�R�V �F�R�Q�R�F�L�G�R�V �G�H �O�D �H�V�W�D�F�L�y�Q �G�H �U�H�I�H�U�H�Q�F�L�D �D �W�U�D�Y�p�V �G�H�O �W�H�U�P�L�Q�D�O �G�H �F�R�P�X�Q�L�F�D�F�L�y�Q�� �(�V�W�R�V

�G�D�W�R�V �S�H�U�P�L�W�H�Q �F�D�O�F�X�O�D�U �O�D �S�R�V�L�F�L�y�Q �G�H �O�D �H�V�W�D�F�L�y�Q �P�y�Y�L�O �H�Q �W�L�H�P�S�R �U�H�D�O �R �P�H�G�L�D�Q�W�H �X�Q �S�U�R�F�H�V�R

�S�R�V�W�H�U�L�R�U��

�)�L�J�X�U�D ���������6�L�V�W�H�P�D �5�.�7�� ���,�P�D�J�H�Q �W�R�P�D�G�D �G�H �=�K�D�Q�J �H�W �D�O���������� ��

�8�Q�D �G�H �O�D�V �Y�H�Q�W�D�M�D�V �F�O�D�Y�H �G�H �X�Q �V�L�V�W�H�P�D �5�7�. �H�V �O�D �F�D�S�D�F�L�G�D�G �G�H �G�H�W�H�U�P�L�Q�D�U �P�H�G�L�G�D�V �G�H �H�U�U�R�U

�D�V�R�F�L�D�G�D�V �D �O�D �L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�L�D �G�H �O�D�V �O�H�F�W�X�U�D�V�� �V�L�H�P�S�U�H �\ �F�X�D�Q�G�R �V�H �F�R�Q�R�]�F�D �O�D �S�R�V�L�F�L�y�Q �H�[�D�F�W�D

�G�H �O�D �H�V�W�D�F�L�y�Q �E�D�V�H�� �S�D�U�D �O�X�H�J�R �D�S�O�L�F�D�U �F�R�U�U�H�F�F�L�R�Q�H�V�� �$�G�H�P�i�V�� �H�Q�W�U�H �O�R�V �G�D�W�R�V �W�U�D�Q�V�P�L�W�L�G�R�V

�H�Q �O�D �F�R�P�X�Q�L�F�D�F�L�y�Q �´�E�D�V�H���P�y�Y�L�O�´�V�H �H�Q�F�X�H�Q�W�U�D �H�O �S�D�U�i�P�H�W�U�R�5�$�7�,�2�� �T�X�H �L�Q�G�L�F�D �O�D �F�D�O�L�G�D�G �G�H �O�D

�V�H�x�D�O �G�H �O�R�V �V�D�W�p�O�L�W�H�V�� �(�Q �X�Q �V�L�V�W�H�P�D �5�7�. �V�H �H�V�S�H�U�D �T�X�H �H�V�W�H �Y�D�O�R�U �G�H�5�$�7�,�2�V�H�D �P�i�[�L�P�R

�7�X�U�U�L�]�D���6�X�i�U�H�]�� �(�V�S�L�Q�R�V�D���5�R�P�H�U�R �\ �0�D�U�W�L�Q���*�R�Q�]�D�O�H�]�������� ��

���������1�H�W�Z�R�U�N�H�G �7�U�D�Q�V�S�R�U�W �R�I �5�7�&�0 �Y�L�D �,�Q�W�H�U�Q�H�W �3�U�R�W�R�F�R�O

�1�H�W�Z�R�U�N�H�G �7�U�D�Q�V�S�R�U�W �R�I �5�7�&�0 �Y�L�D �,�Q�W�H�U�Q�H�W �3�U�R�W�R�F�R�O�� �H�Q �H�V�S�D�x�R�O�� �7�U�D�Q�V�S�R�U�W�H �H�Q �5�H�G �G�H �5�7�&�0

�D �W�U�D�Y�p�V �G�H�O �3�U�R�W�R�F�R�O�R �G�H �,�Q�W�H�U�Q�H�W ���1�7�5�,�3���� �V�X�U�J�L�y �H�Q �H�O �D�x�R ���������� �6�X �I�X�Q�F�L�R�Q�D�P�L�H�Q�W�R �V�H �E�D�V�D

�(�U�L�F�N �(�O�L�D�Q �%�H�U�U�H�]�X�H�W�D �7�D�S�L�D �� �-�X�D�Q �'�L�H�J�R �7�H�Q�H�V�D�F�D �,�O�O�D�U�H�V
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�H�Q �O�D �W�U�D�Q�V�I�H�U�H�Q�F�L�D �G�H �K�L�S�H�U�W�H�[�W�R �+�7�7�3�������� �D �W�U�D�Y�p�V �G�H �,�3�� �F�R�Q �H�O �R�E�M�H�W�L�Y�R �G�H �P�H�M�R�U�D�U �H�O �I�O�X�M�R �G�H

�G�D�W�R�V �*�1�6�6 �G�H�V�G�H �H�V�W�D�F�L�R�Q�H�V �G�H �U�H�I�H�U�H�Q�F�L�D �H�Q �W�L�H�P�S�R �U�H�D�O �'�D�P�P�D�O�D�J�H �H�W �D�O���������� �� �1�7�5�,�3 �V�H

�F�R�P�S�R�Q�H �G�H �F�X�D�W�U�R �H�O�H�P�H�Q�W�R�V �S�U�L�Q�F�L�S�D�O�H�V��

�1�W�U�L�S�6�R�X�U�F�H���(�V�W�D�F�L�y�Q �G�H �U�H�I�H�U�H�Q�F�L�D �R �I�X�H�Q�W�H �J�H�Q�H�U�D�G�R�U�D��

�1�W�U�L�S�6�H�U�Y�H�U���6�H�U�Y�L�G�R�U �G�H �W�U�D�Q�V�S�R�U�W�H �G�H �G�D�W�R�V��

�1�W�U�L�S�&�D�V�W�H�U���$�J�H�Q�W�H �W�U�D�Q�V�P�L�V�R�U �T�X�H �S�U�R�F�H�V�D �\ �J�H�Q�H�U�D �F�R�U�U�H�F�F�L�R�Q�H�V �S�D�U�D �O�R�V �G�L�V�S�R�V�L�W�L�Y�R�V

�I�L�Q�D�O�H�V��

�1�W�U�L�S�8�V�H�U �� �1�W�U�L�S�&�O�L�H�Q�W�� �8�V�X�D�U�L�R�V �U�H�F�H�S�W�R�U�H�V �G�H �O�R�V �G�D�W�R�V �=�D�E�D�O�D�������� ��

�(�Q �O�D �I�L�J�X�U�D������ �V�H �S�X�H�G�H �R�E�V�H�U�Y�D�U �O�D �L�Q�W�H�U�D�F�F�L�y�Q �H�Q�W�U�H �H�V�W�R�V �H�O�H�P�H�Q�W�R�V��

�)�L�J�X�U�D ���������&�R�P�S�R�Q�H�Q�W�H�V �1�7�5�,�3�� ���,�P�D�J�H�Q �W�R�P�D�G�D �G�H �=�D�E�D�O�D�������� ��

�/�D �L�Q�F�R�U�S�R�U�D�F�L�y�Q �G�H �1�7�5�,�3 �R�I�U�H�F�H �O�D �Y�H�Q�W�D�M�D �G�H �D�P�S�O�L�D�U �V�X �X�V�R �P�H�G�L�D�Q�W�H �O�D �L�Q�W�H�J�U�D�F�L�y�Q �G�H

�P�~�O�W�L�S�O�H�V �S�U�R�W�R�F�R�O�R�V �\ �V�H�U�Y�L�G�R�U�H�V �Z�H�E �S�D�U�D �O�D �W�U�D�Q�V�P�L�V�L�y�Q �G�H �L�Q�I�R�U�P�D�F�L�y�Q�� �1�R �R�E�V�W�D�Q�W�H�� �X�Q�D

�O�L�P�L�W�D�F�L�y�Q �Q�R�W�D�E�O�H �H�V �T�X�H �W�R�G�R�V �O�R�V �H�O�H�P�H�Q�W�R�V �G�H�E�H�Q �F�R�Q�W�D�U �F�R�Q �F�R�Q�H�[�L�y�Q �D �,�Q�W�H�U�Q�H�W �S�D�U�D �K�D��

�E�L�O�L�W�D�U �O�D �F�R�P�X�Q�L�F�D�F�L�y�Q��

�(�U�L�F�N �(�O�L�D�Q �%�H�U�U�H�]�X�H�W�D �7�D�S�L�D �� �-�X�D�Q �'�L�H�J�R �7�H�Q�H�V�D�F�D �,�O�O�D�U�H�V
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�������� �6�L�V�W�H�P�D�V �X�V�D�G�R�V �S�D�U�D �H�O �P�H�M�R�U�D�P�L�H�Q�W�R �G�H �O�D �S�U�H�F�L�V�L�y�Q ���6�%�$�6��

�3�D�U�D �V�L�V�W�H�P�D�V �T�X�H �U�H�T�X�L�H�U�H�Q �D�O�W�D �S�U�H�F�L�V�L�y�Q �\ �H�[�D�F�W�L�W�X�G�� �V�H �Q�H�F�H�V�L�W�D �X�Q�D �I�X�H�Q�W�H �D�G�L�F�L�R�Q�D�O �G�H

�P�H�M�R�U�D�� �X�Q�R �G�H �O�R�V �V�L�V�W�H�P�D�V �P�i�V �X�V�D�G�R�V �V�R�Q �O�R�V �V�L�V�W�H�P�D�V �6�%�$�6�� �(�V�W�H �W�L�S�R �G�H �V�L�V�W�H�P�D�V �S�U�R��

�S�R�U�F�L�R�Q�D�Q �L�Q�I�R�U�P�D�F�L�y�Q �W�H�O�H�P�p�W�U�L�F�D�� �F�R�U�U�H�F�F�L�y�Q �H �L�Q�W�H�J�U�L�G�D�G�� �D�X�P�H�Q�W�D�Q�G�R �O�D�V �F�R�Q�V�W�H�O�D�F�L�R�Q�H�V �G�H

�O�R�V �V�D�W�p�O�L�W�H�V �S�U�L�Q�F�L�S�D�O�H�V �G�H �O�R�V �V�D�W�p�O�L�W�H�V �J�H�R�H�V�W�D�F�L�R�Q�D�U�L�R�V�� �F�R�P�S�U�H�Q�G�H �O�D�V �V�L�J�X�L�H�Q�W�H�V �F�D�U�D�F�W�H��

�U�t�V�W�L�F�D�V��

�D���8�Q�D �U�H�G �G�H �F�H�Q�W�U�D�O�H�V �W�H�U�U�H�V�W�U�H�V �G�H �J�X�t�D�� �T�X�H �V�X�S�H�U�Y�L�V�D�Q �O�D�V �V�H�x�D�O�H�V �G�H �O�R�V �V�D�W�p�O�L�W�H�V��

�E���(�V�W�D�F�L�R�Q�H�V �P�D�H�V�W�U�D�V �T�X�H �S�U�R�F�H�V�D�Q �\ �U�H�F�R�S�L�O�D�Q �O�R�V �G�D�W�R�V �G�H �H�V�W�D�V �H�V�W�D�F�L�R�Q�H�V �\ �J�H�Q�H�U�D�Q

�P�H�Q�V�D�M�H�V �6�%�$�6��

�F���(�V�W�D�F�L�R�Q�H�V �G�H �H�Q�O�D�F�H �D�V�F�H�Q�G�H�Q�W�H �T�X�H �W�U�D�Q�V�P�L�W�H�Q �H�V�W�R�V �P�H�Q�V�D�M�H�V �D �O�R�V �V�D�W�p�O�L�W�H�V �J�H�R�H�V��

�W�D�F�L�R�Q�D�U�L�R�V��

�G���7�U�D�Q�V�S�R�Q�G�H�G�R�U�H�V �T�X�H �H�V�W�i�Q �H�Q �O�R�V �V�D�W�p�O�L�W�H�V�� �V�X �I�X�Q�F�L�y�Q �H�V �U�H�W�U�D�Q�V�P�L�W�L�U �O�R�V �P�H�Q�V�D�M�H�V �G�H�O

�6�%�$�6��

�(�V�W�H �W�L�S�R �G�H �V�H�x�D�O�H�V �P�H�M�R�U�D�Q �H�O �V�H�U�Y�L�F�L�R �H�Q �F�R�P�S�D�U�D�F�L�y�Q �F�R�Q �O�D�V �F�R�Q�V�W�H�O�D�F�L�R�Q�H�V �S�U�L�Q�F�L�S�D�O�H�V �G�H

�V�D�W�p�O�L�W�H�V�� �R�I�U�H�F�L�H�Q�G�R �F�R�U�U�H�F�F�L�R�Q�H�V �G�L�I�H�U�H�Q�F�L�D�O�H�V �\ �V�H�x�D�O�H�V �W�H�O�H�P�p�W�U�L�F�D�V �S�R�U �V�D�W�p�O�L�W�H�V �J�H�R�H�V�W�D�F�L�R��

�Q�D�U�L�R�V�� �W�D�P�E�L�p�Q �S�X�H�G�H�Q �W�H�Q�H�U �S�U�R�F�H�G�L�P�L�H�Q�W�R �G�H�$�S�S�U�R�D�F�K �Z�L�W�K �9�H�U�W�L�F�D�O �*�X�L�G�D�Q�F�H�� �H�Q �H�V�S�D�x�R�O��

�D�S�U�R�[�L�P�D�F�L�y�Q �F�R�Q �J�X�t�D �Y�H�U�W�L�F�D�O ���$�3�9�� �G�H �$�Q�G�U�D�G�H �6�D�Q�W�R�U�R�������� ��

�������� �)�y�U�P�X�O�D �G�H�O�+�D�Y�H�U�V�L�Q�H

�/�D �I�y�U�P�X�O�D �G�H�O�K�D�Y�H�U�V�L�Q�H�V�H �F�R�Q�V�L�G�H�U�D �H�Q �O�D �Q�D�Y�H�J�D�F�L�y�Q�� �F�D�O�F�X�O�D �O�D�V �G�L�V�W�D�Q�F�L�D�V �G�H �F�t�U�F�X�O�R �J�U�D�Q��

�G�H �H�Q�W�U�H �G�R�V �S�X�Q�W�R�V �H�Q �X�Q�D �H�V�I�H�U�D �X�W�L�O�L�]�D�Q�G�R �V�X�V �O�R�Q�J�L�W�X�G�H�V �\ �O�D�W�L�W�X�G�H�V�� �(�V�W�D �I�y�U�P�X�O�D �H�V �X�Q

�F�D�V�R �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U �G�H �X�Q�D �H�F�X�D�F�L�y�Q �P�i�V �D�P�S�O�L�D �H�Q �W�U�L�J�R�Q�R�P�H�W�U�t�D �H�V�I�p�U�L�F�D�� �F�R�Q�R�F�L�G�D �F�R�P�R �O�D �O�H�\

�G�H �O�R�V�K�D�Y�H�U�V�L�Q�H�� �T�X�H �F�R�Q�H�F�W�D �O�R�V �O�D�G�R�V �\ �i�Q�J�X�O�R�V �G�H �O�R�V �W�U�L�i�Q�J�X�O�R�V �H�V�I�p�U�L�F�R�V��

�3�D�U�D �G�R�V �S�X�Q�W�R�V �F�X�D�O�H�V�T�X�L�H�U�D �H�Q �X�Q�D �H�V�I�H�U�D�� �H�O�K�D�Y�H�U�V�L�Q�H�G�H�O �i�Q�J�X�O�R �F�H�Q�W�U�D�O �H�Q�W�U�H �H�O�O�R�V �V�H �G�D

�S�R�U��

�K�D�Y(d/ r ) = �K�D�Y(� 2 � � 1) + �F�R�V(� 1) �F�R�V(� 2)�K�D�Y(� 2 � � 1)

�G�R�Q�G�H��

�(�U�L�F�N �(�O�L�D�Q �%�H�U�U�H�]�X�H�W�D �7�D�S�L�D �� �-�X�D�Q �'�L�H�J�R �7�H�Q�H�V�D�F�D �,�O�O�D�U�H�V



����

�K�D�Y �H�V �O�D �I�X�Q�F�L�y�Q�K�D�Y�H�U�V�L�Q�H��

�K�D�Y(� ) = �V�L�Q2
�

�
2

�
=

1 � �F�R�V(� )
2
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